
Faradayの電磁誘導の法則の直接証明

Faradayの電磁誘導の法則は ∫
C
(E+ v ×B)dl = − d

dt

∫
S
BdS (1)

と表される．ここで S は曲面，C は S の境界であり閉曲線．これらは整合的に向き付けられており，
しかも運動 (時間に依存)していて良い．vは線素 dlの速度である．E,Bは一般に時間と共に変動する
電場，磁場である．左辺は C に沿う起電力，右辺は C を貫く磁束の変化率の (−1)倍である．
多くの教科書は，C,S,E,Bの何れかは時間に依存しないという限定的場合を示すだけに留まるが，

ここでは完全に一般の場合を直接証明しよう．
まず (1)にポテンシャルによる表示

E = −∂A

∂t
− gradϕ, B = rotA (2)

を代入する．右辺には Stokesの定理を適用すると，(1)は次と等価である事が分かる．∫
C

(
−∂A

∂t
+ v × rotA

)
dl = − d

dt

∫
C
Adl. (3)

Sが居なくなり C だけになった．閉曲線 C は一般に運動するので時間 t の関数として C = C(t) と書
き，次の様に媒介変数表示する．

C(t) = {l(t, s) | 0 ≤ s ≤ 1}, ただし l(t, 0) = l(t, 1). (4)

右の条件はC(t)が閉曲線である事の反映である．sの範囲を [0, 1] に設定したのは便宜上の事で，時間
に依存しなければ任意の連続した有限区間にしてよい．l(t, s) を用いると

dl =
∂l(t, s)

∂s
ds, v =

∂l(t, s)

∂t
(5)

と明示される．今後強調する必要性が薄い場合は l(t, s) を単に lと書く．(5)を (3)に代入し，(v ×
rotA)dl = −(v × dl)rotA に注意すると，証明すべきは次式になる．∫ 1

0
ds
(∂A
∂t

∂l

∂s
+

(∂l
∂t

× ∂l

∂s

)
rotA

)
=

d

dt

∫ 1

0
dsA

∂l

∂s
. (6)

A = A(t, r)は r が C(t)上を進むので，A = A(t, l(t, s))という s, t依存性がある. 故に

(6)の右辺 =

∫ 1

0
ds

(
∂A

∂t

∂l

∂s
+

((∂l
∂t

∇
)
A
) ∂l

∂s
+A

∂2l

∂t∂s

)
(7)

となる．ここで ∂A
∂t とは

∂A(t1,l(t2,s))
∂t1

|t1=t2=t を表し， (10) でも同様である．また
(
∂l
∂t∇

)
A は一般式

(
P∇

)
A = Px

∂A

∂x
+ Py

∂A

∂y
+ Pz

∂A

∂z
(8)

に於いて P = ∂l
∂t として定義されるベクトルである．

一方 (6) の左辺については，容易に示せる恒等式

(P×Q)rotA =
((

P∇
)
A
)
Q−

((
Q∇

)
A
)
P (9)



を適用すると

(6)の左辺 =

∫ 1

0
ds

(
∂A

∂t

∂l

∂s
+

((∂l
∂t

∇
)
A
) ∂l

∂s
−

(( ∂l
∂s

∇
)
A
)∂l
∂t

)
(10)

を得る．(7)と (10)から

(6)の右辺− (6)の左辺 =

∫ 1

0
ds

(
A

∂2l

∂t∂s
+

(( ∂l
∂s

∇
)
A
)∂l
∂t

)
=

∫ 1

0
ds

d

ds

(
A
∂l

∂t

)
= [Av]s=1

s=0 = 0.

最後の等号は s = 0 と s = 1が閉曲線 C(t)上の同じ点である事 ((4)の右側の式)による．以上で (6)

従って (1)が証明された．省みると電磁気学からの必要な inputはポテンシャルによる表示 (2)に集約
されている事が分かる．


