
ラプラス–ルンゲ–レンツベクトル
Gruppen Pest の始祖的例題 1

国場敦夫 (東京大学大学院総合文化研究科)

1 誰のベクトル？

表題では Laplace，Runge，Lenz 3人の名を冠したが，Runge-Lenzあるい

は単に Lenzベクトルと呼ばれることも多い．但しその最初の発見者は少なく

ともこの 3人ではない．Lenzが量子論へ応用したのは 1924年であり，当時ポ

ピュラーだった Rungeのベクトル解析の本 (1919)を引用した．Pauliは 1926

年の有名な水素原子の論文 [5]で「Lenzにより用いられた」とだけ引用してい

る．現代的記法で最初に登場したのは統計力学の Gibbs と E.B.Wilson のベ

クトル解析の教科書 (1901) とされている．それ以前では Hamilton (1845?)，

Jacobi (1842) なども独立に発見していたらしく，Laplace の「天体力学」

(1799) に至る．しかしこれも最古ではなく，1710年には Johann I. Bernoulli

の門弟 Jakob Hermann がイタリア語で雑誌に発表しており，同年 Bernoulli

もそれを補完する結果を出版している．Goldstein[1] は Hermann-Bernoulli-

Laplace ベクトルと呼ぶのがふさわしいと述べている．今のところ Newton

まで遡ろうという探索は成功していないらしいが，将来最古の記録は書き換

わるかもしれない．

本稿では「ラプラス-ルンゲ-レンツベクトル」が提起する対称性を考察す

る．それは量子論の黎明期以来，物理における “Gruppen Pest”[2]とも呼ば

れながら，現代に通じているリー代数的アプローチの一端である [3]．

2 ケプラー問題

太陽と惑星からなる系を古典力学的に扱おう．相対位置ベクトル r = (x1, x2, x3)

は運動方程式

µ
d2r

dt2
= −k r

r3
(1)

に従う．ここで，µ は太陽と惑星の換算質量，k は万有引力定数と太陽質量

と惑星質量の積である．また，r = |r| と書いた．運動量 p = µdr
dt を用いる

とハミルトニアンと角運動量

H =
p2

2µ
− k

r
, L = r× p (2)
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は共に保存量である．特に L の保存は系の回転対称性に起因し，惑星が太陽

を含む平面内の軌道を面積速度一定で運行することを意味する．1/r 型ポテ

ンシャルに固有なもう一つの保存量が表題の「ラプラス-ルンゲ-レンツベク

トル」であり，本稿では以下のように無次元化したものをとる 2．

A = bp× L− r

r
, b = (kµ)−1. (3)

(1) を用いて dA
dt = 0 が容易に確認できる．A は L と直交し，軌道面内にあ

る．A と r のなす角を θ とすると両者のスカラー積は (3)から

Ar cos θ = bL2 − r

となる．ただし，(p×L)r = (r× p)L = L2 を用いた．これから，楕円軌道

r = bL2(1 +A cos θ)−1 が導かれ， A は近日点へ向かうベクトルで，長さが

離心率に等しいことがわかる．A が eccentricity ベクトルとも呼ばれる所以

である．軌道が閉じるという性質は非自明で，A が保存することの現われと

いってよい．

保存量としてエネルギー H, 角運動量 L, ベクトル A の 7個がでてきたが，

相対運動の位相空間は 6次元なので，これらは独立ではなく二つの関係式が

ある．その一つは先に述べたように A が軌道面内にあるという条件 AL = 0

である．もう一つは離心率とエネルギー，角運動量の関係式

A2 − 1 = 2b2µL2H (4)

である．惑星のような束縛運動ではH < 0 なので離心率は 0 ≤ A < 1 とな

る．なお，保存量の関係式ではないが，(3) と L とのベクトル積から∣∣∣∣p+
A× L

bL2

∣∣∣∣ = 1

bL

が導かれる．即ちケプラー運動は運動量空間では円軌道になり，その中心の

原点からのずれの大きさが A
bL で与えられる (円定理)．運動量空間の原点は

束縛運動のとき円の内部に，散乱状態のとき外部にある．

3 ポアソン構造

A は時間に陽に依存しない保存量なので，ハミルトニアンとのポアソン

括弧 {A,H} =
∑3

i=1

(
∂A
∂xi

∂H
∂pi

− ∂A
∂pi

∂H
∂xi

)
は 0 である．即ち各成分 Aj ごと

に，それに付随するベクトル場
∑3

i=1

(
∂Aj

∂xi

∂
∂pi

− ∂Aj

∂pi

∂
∂xi

)
による H の微分

は 0 である．再度言い換えると保存量 Aj はハミルトニアン (2) の無限小変

2これは Pauli の規格化 [5] の (−1) 倍である．
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換 xi → xi − ϵ
∂Aj

∂pi
, pi → pi + ϵ

∂Aj

∂xi
における不変性に起因する (ネーターの

定理)．あらわに書き下すと

xi → xi + ϵ′
(
δij(rp) + xipj − 2xjpi

)
,

pi → pi + ϵ′
(
δijp

2 − pipj +
xixj − δijr

2

br3

)
となるが (ϵ′ = ϵb)，これを眺めていても系の対称性は見えてこない．

正準変数の滑らかな関数全体はポアソン代数をなす．即ち通常の積と和

による結合代数構造に加えてポアソン括弧に関してリー代数となる．一般

に F,G が時間に陽に依存しない保存量であれば，ポアソン括弧のヤコビ律

{H, {F,G}} = {{H,F}, G} − {{H,G}, F} から {F,G} もハミルトニアンと
ポアソン可換であり，保存量となる．こうして次々と作られる保存量は，ポ

アソン部分代数をなす．今の場合そのリー代数 (symmetry algebra)の構造は

{Lj , Lk} = ϵjklLl, (5)

{Lj , Ak} = ϵjklAl, (6)

{Aj , Ak} = −2µb2ϵjklLlH (7)

となり，H は L,A とポアソン可換なのでその冪を度外視すればこれで閉じ

ている 3．束縛運動の場合 H = E は負の定数なので，Ãj = Aj/
√
−2µEb2

と規格化すると最後の二つの関係式は

{Lj , Ãk} = ϵjklÃl, {Ãj , Ãk} = ϵjklLl (8)

となる．よく知られているように (5)はリー代数 su(2) ≃ so(3)の定義関係式

である 4．これに (8) を追加して拡大したものは 4次直交群のリー代数 so(4)

である．より詳しくは 6 節で説明する．基底を組み替えて X±
i = Li±Ãi

2 と

すれば，リー代数の同型 so(4) ≃ su(2) ⊕ su(2) を反映した分離型の関係式

{Xα
j , X

β
k } = δαβϵjklX

α
k にすることもできる．同様にして散乱状態 (E > 0)

の場合には so(3, 1) が現れる．

4 水素型原子

量子論に転じよう．原子番号 Z の原子核に一つの電子がクーロン力により

束縛されている系，即ち水素型原子を考える．Schrödinger 方程式は

Hψ(r) = Eψ(r) (9)

3ϵjkl は添え字の入れ替えについて完全反対称で ϵ123 = 1．重複した添え字は 1～3 の和を
意味する．

4本稿では特に断らない限り実リー代数の意味で用いる．また生成元は適宜規格化して考え
る．
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であり，ハミルトニアン H の座標表示は (2) で pj = −iℏ ∂
∂xj

, k = Ze2 とし

て得られる．角運動量 L は (2) で与えられるが，A はエルミートになるよ

うに (3) を

A =
b

2
(L× p− p× L) +

r

r
(10)

と整形する (b−1=kµ=Ze2µ)．その第 j 成分は

Aj = b
(
µxjH − pj(pr) +

p2

2
xj − 2iℏpj

)
. (11)

積の順序に注意が要る．直接計算で交換関係

[H,L] = [H,A] = 0, (12)

[Lj , Lk] = iℏϵjklLl, (13)

[Lj , Ak] = iℏϵjklAl, (14)

[Aj , Ak] = −2µb2iℏϵjklLlH (15)

が確認できる．即ち (5)–(7) においてポアソン括弧 { , } を形式的に 1
iℏ [ , ] に

置き換えた交換関係が成り立つ．また古典論の場合と同様に内積AL と LA

は共に 0 となる．一方 (4) には

A2 − 1 = 2b2µ(L2 + ℏ2)H (16)

と量子補正が入る．ハミルトニアンとの可換性 (12) により量子論でも L と

A は保存量であるが，これら同志は非可換なので同時固有状態をとれない．

可換で独立な物理量はハミルトニアンを含めて 3個であり，H,L2, L3 をとる

とそのスペクトルは

Hψ = Enψ, En = − k2µ

2ℏ2n2
(n ≥ 1),

L2ψ = l(l + 1)ℏ2ψ (0 ≤ l ≤ n− 1),

L3ψ = mℏψ (−l ≤ m ≤ l)

と与えられる．ここで n, l,m はそれぞれ主量子数，方位量子数，磁気量子数

と呼ばれる整数である．慣用的に l = 0, 1, 2, 3 . . . を s, p, d, f, . . . という記

号であらわし，固有状態を対 (n, l) により

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, 4s, 4p, 4d, 4f, . . .

と表記して，電子軌道と呼ぶ．例えば 3d は (n, l) = (3, 2),−2 ≤ m ≤ 2 に対

応する 5個の電子軌道を表す 5．

一般にハミルトニアンと可換な物理量 X があると，Hψ = Eψ を満たす固

有状態についてH(Xψ) = XHψ = XEψ = E(Xψ) であるから Xψ も同じ
5本稿では電子のスピン (固有角運動量) は考えない．
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固有値の状態になる．つまり量子系の非自明な対称性はスペクトルの縮退を

招く．そのような保存量同志の交換子はヤコビ律 [H, [X,Y ]] = [[H,X], Y ]−
[[H,Y ], X] により再び保存量となり，物理量のなすリー代数の部分代数 (量

子系の symmetry algebra)をなすことは古典論と同様である．このとき縮退

した各固有空間 (古い用語では「多重項」)は symmetry algebra の表現空間

となり，その次元が縮重度である．

水素型原子の場合，エネルギースペクトル En は l にも m にも依らず∑n−1
l=0 (2l+1) = n2 重に縮退している．これは symmetry algebra so(4) (13)–

(15) により説明される．まず磁気量子数 m に依らないことはハミルトニア

ンの等方性 [H,L] = 0 に起因し，角運動量のなす su(2) 部分代数 (13)から

従う．方位量子数 l は su(2) の 2l+ 1 次元既約表現の最高ウェイトを指定し

ており，磁気量子数 m は表現空間の基底をラベルする．より非自明なのはエ

ネルギー固有値が方位量子数 l にも依らないことである．例えば 3s, 3p, 3d

に含まれる 9個の状態は全て E3 に縮退している．これは 保存量 A の存在

によるもので，1/r 型ポテンシャルに固有の縮退である．比較のため，例え

ば c
r2 − k

r というポテンシャルではエネルギースペクトルは

Ep,l = −2k2µ

ℏ2

[
2p+1+

√
(2l+1)2 +

8cµ

ℏ2

]−2

となる [4]．ここで l = 0, 1, 2, . . . は方位量子数であり，p は非負整数をとる．

等方的なので磁気量子数については縮退しているが，それ以上の縮退，即ち

方位量子数によるバラエティーが p の自由度に吸収されるのは c = 0 のとき

だけで，En−l−1,l = En となることが分かる．

5 Pauliの解

エネルギー固有値 E < 0 の定常状態を考えて

X± =
L± Ã

2
Ã = A/

√
−2µEb2 (17)

とおこう．(13)–(15) から [Xα
j , X

β
k ] = iℏδαβϵjklXα

l であるので，X+ と X−

は独立に su(2) をなす．またAL = LA = 0 により

L2 + Ã2

4
= (X+)2 = (X−)2 = ℏ2j(j + 1)

とおける．X+,X− が作用する su(2) の 2j +1次元既約表現のコピーを二つ

用意し，そのテンソル積の基底を |j,m⟩ ⊗ |j,m′⟩ (m,m′ = −j, j + 1, . . . , j)

とする．このとき軌道角運動量の成分 L3 = X+
3 +X−

3 の最大固有値が 2jℏ
となることから j ∈ 1

2Z≥0 である．一方 (16) は 2µb2E(L2 + Ã2 + ℏ2) = −1
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となるから 2j + 1 = n とおけば E = En (n ≥ 1) が得られる．縮重度はテン

ソル積表現の次元なので n2 である．

水素型原子のエネルギースペクトル Enをこのようにして導いたのはPauli[5]

であり，Schrödinger が (9) から同じ結果を得る数ヶ月前のことであった．

交換関係から Ã は L3 の極大状態の間の遷移 (Ã1 + iÃ2)(|q, q⟩ ⊗ |q, q⟩) =
const.|q+1, q+1⟩ ⊗ |q+1, q+1⟩ (0 ≤ q ≤ j − 1) を引き起こすことが分かる．

symmetry algebra の花形 L の影で A は黒子として様々な角運動量状態を結

びつけ縮退させている．このような描像は極座標による Schrödinger 方程式

の変数分離に準拠する．放物座標による変数分離を行えば H,L3, A3 の同時

固有状態を記述する波動関数が得られる [4]．

6 FockとBargmannの4次元解釈

Lと A が so(4) を成す機構をもう少し観察しよう．以下ではH = E < 0

のエネルギー固有状態への作用だけに話を限り，定数 p4 =
√
−2µE を用い

て Ãj = Aj/(p4b) とおく．これは (8)，(17) と同じ規格化である．

so(4) は 4次元空間の無限小回転，即ち球面 S3 : u21 + u22 + u23 + u24 = 1 を

保つ 6個の 1階微分作用素 Uρσ = −Uσρ = uρ
∂

∂uσ
− uσ

∂
∂uρ
のなすリー代数

[Uλµ, Uρσ] = δλσUµρ + δµρUλσ − (ρ↔ σ) (18)

と捉えるのが一番自然である．V = (Vρσ) を

V =
1

iℏ


0 −L3 L2 −Ã1

L3 0 −L1 −Ã2

−L2 L1 0 −Ã3

Ã1 Ã2 Ã3 0

 (19)

と定めると，確かに (13)–(15) は (18) で U → V とした交換関係と同値であ

る [6]．しかも Lj は元々1階微分作用素として実現されている．一方 Ãj は

(11)で定義され一見複雑だが，H = E(定数)とおき，運動量表示 xj = iℏ ∂
∂pj

に移ればやはり 1階微分作用素となる．このとき (11) の最後の項 −2iℏpj だ
けは掛け算作用素だが，ゲージ変換により斉次 1階微分作用素に整形できる．

具体的には g = (p24 + p2)−2 として

g−1Vi4 g =

3∑
l=1

(
pipl
p4

+ δil
p24 − p2

2p4

)
∂

∂pl
,

g−1Vij g = pi
∂

∂pj
− pj

∂

∂pi

を得る (1 ≤ i, j ≤ 3) 6．大分奇麗になった．実は g−1Vρσ g は初めに出てき

た球面 S3 上の微分 Uρσ を運動量空間 R3 へ投影したものになっている．こ
6p4 は p = (p1, p2, p3) とは独立な定数である．
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れにより V，従って L と A が so(4) の定義関係式 (18) を満たすことの説明

がつく [7, 8]．R4 の中に球面 S3 と平面 R3 を埋め込んで投影する様子を図

示すると以下の様になる．

n

u
p/p4

n=(0, 0, 0, 1), p=(p1, p2, p3, 0) とおくと

u =
p2 − p24
p2 + p24

n+
2p4

p2 + p24
p

であり，このとき Uρσ = g−1Vρσ g が成り立つ．

7 4次元球面調和関数

エネルギー E(< 0) に対応する波動関数の運動量表示 ψ = ψ(p) に (16)を

作用させた式は 1
2

∑
ρσ V

2
ρσψ =

(
1− 1

(ℏbp4)2

)
ψ と書けることに注意しよう．左

辺の作用素は 2次のカシミール元と呼ばれ，symmetry algebra so(4) の任意

の元 Vµν と可換である．従って右辺の ℏbp4 が本質的にエネルギーのみに依
存するのは自然である．ゲージ変換した波動関数 Ψ = g−1ψ は

1

2

∑
ρσ

U2
ρσΨ =

(
1− 1

(ℏbp4)2

)
Ψ (20)

を満たす．これは 4次元の (S3 上の)球面調和関数の満たす方程式であるこ

とを説明しよう [7, 8]．u = (u1, u2, u3, u4) を R4 の自然な直交座標とする 7．

ラプラシアン∆ =
∑4

ρ=1
∂2

∂u2
ρ
と次数を測るオイラー作用素 δ =

∑4
ρ=1 uρ

∂
∂uρ

の関係

|u|2∆ =
1

2

∑
ρσ

U2
ρσ + δ(δ + 2)

を確かめるのは易しい．ラプラス方程式 ∆P = 0 の l 次同次多項式解を

P = |u|lYl と表すとき，S3 上で定義される Yl が l 次球面調和関数であり，( 1

2

∑
ρσ

U2
ρσ + l(l + 2)

)
Yl = 0

を満たす．主量子数 n = l+1 = 1, 2, . . . を導入し，これと (20) で Ψ = Yn−1

としたものを同定すると p4 =
√
−2µE, b−1 = Ze2µ からエネルギースペク

トル E = En が再現される．
7条件 |u| = 1 を課さない．
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En の縮重度はラプラス方程式 ∆P = 0 の n− 1 次同次多項式解の数に他

ならない．一般に 4変数単項式 ud1
1 u

d2
2 u

d3
3 u

d4
4 で d 次のものは

(
d+3
3

)
個ある．

∆P は n− 3 次同次式なので n− 1 次同次多項式の総数から方程式の個数を

引けば(
n+ 2

3

)
−

(
n

3

)
= n2

となり，4，5 節で言及した縮重度を再現する．

運動量表示の波動関数と 4次元球面調和関数を結びつけたのは Fock[7] で

ある．Bargmann [8]が Pauli の A と Fock の球面調和関数を so(4) のカシ

ミール元を用いて結びつけたのはその数ヵ月後であったという．

8 スペクトル生成代数

symmetry algebra は縮退した各固有空間に作用していた．これに異なるエ

ネルギー状態間の遷移を引き起こすオペレーターを追加して，「スペクトル生

成代数」へと拡大し 8，束縛状態全体がその無限次元既約表現となる状況を

つくることができる．まず T = (T1, T2, T3) を

T2 = (rp)− iℏ, T2±1 =
bℏ
2
rp2 ± r

2bℏ
(21)

により導入する．これらは so(2, 1) の交換関係

[T1, T2]=−iℏT3, [T2, T3]= iℏT1, [T3, T1]= iℏT2

を満たす．Schrödinger方程式 (9)に左から rをかけた式は，e−α = ℏ
√
−2µEb2

を用いて(
T1 shα+ T3 chα+ ℏeα

)
ψ = 0

と書けて，更に so(2, 1)の交換関係を用いると e−iαT2/ℏ(T3+ℏeα)eiαT2/ℏψ = 0

となる．つまりこのゲージでは H − E が実効的に T3 + ℏeα になり，T3 が
ハミルトニアンの役割をする．so(2, 1) の交換関係は su(2) ≃ so(3) に比べて

一箇所だけ符号が逆である．両者は複素リー代数 sl(2,C) の異なる実型であ
り，ユニタリー表現を考えるとその違いがものをいう．実際 so(2, 1) は T3 の

固有値が {nℏ|n ∈ Z≥1} となる特徴的な無限次元既約ユニタリー表現を持ち，
これに対応する関係式 n+ eα = 0 として主量子数 n の束縛状態のスペクト

ル E = En 全体を包括する．T1 ± iT2 は T3 の固有値を ±ℏ シフトする．こ
のように Tj による定式化は本質的に Schrödinger 方程式の動径部分 (ラゲー

ル陪関数に関係した 2階線形微分方程式) の演算子形式に相当する．
8“symmetry algebra” や “spectrum generating algebra” は必ずしも標準化した用語では

ない．
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水素型原子の束縛状態のスペクトル生成代数は so(2, 1)と symmetry algebra

so(4) を融合することにより得られる．そのために so(4) を実現していた L

と Ã にも上記のゲージ変換 X 7→ eiαT2/ℏXe−iαT2/ℏ をしておく．その際

r 7→ eαr, p 7→ e−αp なので角運動量 L は変わらない．一方 (17) の Ã の

ゲージ変換を A+ とするとそれは

A± = bℏ
(rp2

2
− p(rp)

)
∓ r

2bℏ
(22)

の複合同順の一方で与えられる．L (2)，T (21)， A+ (22) から出発して交

換関係をとっていくと新たに A− と Γ := rp を生成したところで閉じる．こ

れらの交換関係は，下三角部分

(Wµν) =
1

iℏ



0

L3 0

−L2 L1 0

A+
1 A+

2 A+
3 0

A−
1 A−

2 A−
3 T2 0

Γ1 Γ2 Γ3 T1 T3 0


と反対称性 Wµν = −Wνµ で指定される Wµν を用いると， (18) で添え字

を 1, 2, 3, 4, 5, 6 に延長し，Uµν → Wµν , δµν → gµν と置き換えたものに集

約される．但し gµν は対角行列 diag(1, 1, 1, 1,−1,−1) の (µ, ν) 成分である．

つまり 15 個のオペレーター L,A±,T,Γ は so(4, 2) を実現する．特に交

換子が消えない場合は [Wλµ,Wλν ] = gλλWνµ と書ける 9．従って Wµν を

1 ≤ µ, ν ≤ ρ (ρ ≤ 6) に制限しても閉じており，ρ = 6, 5, 4, 3 に応じて部分

代数

so(4, 2) ⊃ so(4, 1) ⊃ so(4) ⊃ so(3) ≃ su(2)

が実現される 10．ρ = 4 は V (19) のゲージ変換であり，L と A+ は so(4)

の交換関係を満たす．また [T3,L] = [T3,A
+] = 0 なので {T3,L,A+} が

元々の {H,L,A} の役割を果たすことが分かる．ゲージ変換された束縛状態
|n, l,m⟩ (n > l ≥ |m| ≥ 0) 全体の成す空間上に so(4, 2) の既約ユニタリ表現

が構成される [10]．実践的には r = bℏ(A− −A+) と表せるので例えばシュ

タルク効果を代数的に計算する手法に応用される．

本稿について貴重なご意見を頂いた井上玲氏，宇治野秀晃氏，加藤雄介氏，

中西知樹氏に感謝いたします．

9λ, µ, ν は相異なるとし，ここでは λ で和をとらない．
10ρ = 5 については文献 [9]．
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