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1 Maxwell 方程式

電磁気学のハイライトは何と言っても Maxwell 方程式 [1] であろう．R.P.

Feynman[2] は，自身の教科書 [3]の第一章末尾に「人類の歴史という長い眼

から，たとえば今から 1万年後の世界から眺めたら，19世紀の一番顕著な事

件が Maxwell による電磁法則の発見であったと判断されることはほとんど間

違いない」と述べている [4]．

Maxwell 方程式には微分形と積分形がある．媒質がない場合，前者は以下

で与えられる．

divE =
ρ

ϵ0
, (1)

rotE = −∂B
∂t
, (2)

divB = 0, (3)

rotB = µ0

(
J+ ϵ0

∂E

∂t

)
. (4)

ここで電場を E, 磁場を B, 電荷密度を ρ, 電流密度 を J と記した．また

ϵ0, µ0 はそれぞれ真空の誘電率，透磁率と呼ばれる定数である．発散 div と

回転 rot は次の様に定義される．

divE =
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z
,

rotE =
(∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
,
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
,

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
.

B についても同様である．関係式 (1)–(4)は順に，Gauss の法則，Faraday

の法則，磁場に関する Gauss の法則，Ampère-Maxwell の法則として知ら

れる．

1数理科学 「特集・物理学と数学のつながり」 2017 年 5 月号 pp.23-30 (サイエンス社) 掲
載記事．出版社の了承を得て公開．
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積分形の Maxwell 方程式は次の様に表される．

ϵ0

∫
∂V

EdS =

∫
V

ρdV, (5)∮
∂S

Edr = −
∫
S

∂B

∂t
dS, (6)∫

∂V

BdS = 0, (7)

1

µ0

∮
∂S

Bdr =

∫
S

(
J+ ϵ0

∂E

∂t

)
dS. (8)

ここで V は 3次元の閉領域，∂V はその表面で閉曲面，S は曲面，∂S はそ

の縁で閉曲線であり，互いに整合的に向き付けられたものである．
∫
V
(· · · )dV

は体積積分，
∫
S
(· · · )dS と

∫
∂V

(· · · )dS は面積分，
∮
∂S

(· · · )dr は線積分を表
し，添字が積分範囲を指定している．

電磁場 E,B の背後にはスカラーポテンシャル ϕ，ベクトルポテンシャル

Aがあり，

E = −gradϕ− ∂A

∂t
,

B = rotA

(9)

と表される．ここで勾配 grad は

gradϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
により定義される．表示 (9)を (2) と (3)に代入すると，容易に確かめられ

る性質

rot grad = 0, div rot = 0 (10)

のおかげで自明に満たされる．よって残るは (1)と (4)となり，方程式と未知

関数 A, ϕ が共に 4個となってバランスする [5]．ただし Λを任意のスカラー

とするとき，ポテンシャルは E,B を不変に保つゲージ変換

ϕ→ ϕ− ∂Λ

∂t
, A → A+ gradΛ (11)

の分だけ不定性を持つ．

Maxwell 方程式自体のハイライトの一つは歴史的に見ても電磁波の導出で

あろう．その際に鍵となるのが

rot rot = grad div −∆ (12)

という関係式で, ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 は 3次元 Laplacian と呼ばれる偏微

分作用素である．
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ここまでで既に grad, div, rot, ∆ という微分演算に加え，体積積分，面積

分，線積分 という多重積分が登場しており，初めて接する際にはその概念の

多様さに幻惑されても無理はない．実際，電磁気学の講義内容は多岐にわた

り，ともすれば煩雑な印象を与えがちである．

しかしながら，Maxwell 方程式は多くの人が美しいと感じるらしい．果た

して，この一見複雑な方程式系を何処から眺めると美しく映えるのだろうか．

その展望台の一つが本稿の主題であるベクトル解析である．

「理論が完成した後に足場が残っていては見苦しい」とは電磁気学にも所

縁の大数学者の言である [6]．磨き上げられた完成品にのみ最高の価値を賞与

せんとする数学者らしい信条であり，多くの教科書もそれに沿っている [7]．

しかしながら，本稿は敢えて素朴な視察から事始め，展望台に登るための足

場を案内する機会にしてみたい．名言の品格に忸怩たる思いを抱きつつ．

2 積分定理からの示唆

微分形 (1) から積分形 (5)を導くには領域 V について体積積分している．

同様に (2) から (6) を得るには曲面 S について面積分する．その際，左辺に

は以下の積分定理を適用したのであった．∫
V

divE dV =

∫
∂V

E dS, (13)∫
S

rotE dS =

∮
∂S

E dr. (14)

(13) は Gauss の定理，(14) は Stokes の定理と呼ばれる．左辺の積分領域

V, S の次元は 3, 2 であり，右辺の積分領域 ∂V, ∂S はその境界なので次元は

2, 1 となって，どちらも一つずつ下がって来ている．よって次に来るのは以

下の等式である．∫
C

gradϕdr = ϕ(P)− ϕ(Q). (15)

左辺は曲線 C に沿う線積分であり，その終点を P， 始点を Q とした．(15)

は微積分の基本定理
∫ p

q
df
dxdx = f(p)− f(q) の 3次元版であり，r = P,Q で

の代入値を (符号付きで)集めている右辺は自然に 0次元の積分
∫
∂C

ϕ と見な

せる．

この様に積分は，その範囲を指定する図形 D = V, S,C やその境界 ∂D と

いった幾何学的対象物と，その上に生息する E dr, divE dV, rotE dS といっ

た「場」，即ち dr, dV, dS といった記号を併せ持つ微分形式が対となって値

を返す操作であると捉えよう．模式的に書くと

積分 :
(
幾何学的対象物, 微分形式

)
−→ 数.
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そこで (13)–(15) を一般的に∫
D

ω′
k =

∫
∂D

ωk−1 (16)

と表すと，以下の様な微分形式が登場している．

ω′
3 = divE dV

=
(∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz,

ω2 = E dS

= Exdy ∧ dz + Eydz ∧ dx+ Ezdx ∧ dy,

ω′
2 = rotE dS

=
(∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
dy ∧ dz

+
(∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
dz ∧ dx

+
(∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
dx ∧ dy,

ω1 = E dr = Exdx+ Eydy + Ezdz,

ω′
1 = gradϕdr =

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz,

ω0 = ϕ.

体積要素を dV = dx ∧ dy ∧ dz，面積要素ベクトルを dS = (dy ∧ dz, dz ∧
dx, dx ∧ dy)，線素を dr = (dx, dy, dz) と書いた．記号 E dr 等は 3次元ベク

トルの通常の内積である．ωk, ω
′
k は k 次元の図形上で積分される事を示して

おり，k-形式という．

wedge 記号 ∧ を説明するため，上の ω2 を用いて ϵ0ω2 = ϵ0E dS を考え，

その第 3項 ϵ0Ezdx ∧ dy に注目しよう．これは xy面内の面積 dxdy の窓を，

右手系で x軸から y軸に右ねじを回した時に進む +z向きに貫く電束と解釈

できる．同様に y 軸から x軸に右ねじを回した時に進む向きに貫く電束を

ϵ0Ezdy ∧ dx と書くなら，両者は自明に (−1)倍なので，dx∧ dy = −dy ∧ dx
と約束しておけばよい．この様に ∧ は向きを整合的に取り入れるのに適し
た積で，同様に dy ∧ dz = −dz ∧ dy, dz ∧ dx = −dx ∧ dz とし，反対称

性から dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0 と定める．さらに体積要素につ

いても dV = ±da ∧ db ∧ dc とし，符号は (a, b, c) が (x, y, z) の偶置換の

とき +，奇置換のとき − と約束する．以上と双線形性により微分形式どう
しの間に定義される積 ∧ を外積という．例として，磁場についての 1-形式
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β1 = Bxdx+Bydy +Bzdz も用いると

ϵ0
2

∫
ω1 ∧ ω2 =

ϵ0
2

∫
(E2

x + E2
y + E2

z )dV,

1

µ0

∫
ω1 ∧ β1 =

1

µ0

∫
(E×B) dS

等となる．第一式は電場のエネルギーである．第二式の E ×B = (EyBz −
EzBy, EzBx − ExBz, ExBy − EyBx) は 3次元ベクトルの意味での外積で，

Poynting ベクトルによる電磁場のエネルギー流束を表す．

さて x, y, z の関数 ϕ に対して ∂ϕ
∂xdx+

∂ϕ
∂y dy+

∂ϕ
∂z dz を dϕ と書く習わしは

熱力学でもお馴染みであろう．今の例では ω′
1 = dω0 に該当する．d を他の

ωk, ω
′
k にも作用する線形な作用素，外微分に一般化しよう．計算規則は以下

のとおり．

d(Xdx+ Y dy + Zdz)

= (dX) ∧ dx+ (dY ) ∧ dy + (dZ) ∧ dz,

d(Xdy ∧ dz + Y dz ∧ dx+ Zdx ∧ dy)

= dX∧dy∧dz + dY ∧dz∧dx+ dZ∧dx∧dy,

d(Wdx ∧ dy ∧ dz) = (dW ) ∧ dx ∧ dy ∧ dz.

例えば dω1 は次の様に計算される．

dω1 =
(∂Ex

∂x
dx+

∂Ex

∂y
dy +

∂Ex

∂z
dz

)
∧ dx

+
(∂Ey

∂x
dx+

∂Ey

∂y
dy +

∂Ey

∂z
dz

)
∧ dy

+
(∂Ez

∂x
dx+

∂Ez

∂y
dy +

∂Ez

∂z
dz

)
∧ dz

=
(∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
dy ∧ dz

+
(∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
dz ∧ dx

+
(∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
dx ∧ dy = ω′

2.

性質 dx∧ dx = 0, dy ∧ dx = −dx∧ dy 等を用いた．一般に次の関係式が成り
立つ．

d(E dr) = rotE dS, dϕ = gradϕdr

d(E dS) = divE dV.
(17)

ゆえに dω2 = ω′
3 である．結局 dωk−1 = ω′

k が k = 1, 2, 3 で成り立つので

(16)は次の様に表される．∫
D

dωk−1 =

∫
∂D

ωk−1. (18)

5



D, ∂D は k 次元の積分領域とその境界で整合的に向き付けられたものであ

る．3つの積分定理 (13)–(15) が一つの定理にまとまった．外微分は d2 = 0

という基本性質を持つ．実際 d2ωk−1 = dω′
k = 0 が成り立つが，これは (10)

に他ならない．

k-形式と (3 − k)-形式を結び付ける操作も極めて有用である．それには入

れ換え

dx↔ dy ∧ dz, dy ↔ dz ∧ dx,

dz ↔ dx ∧ dy, 1 ↔ dx ∧ dy ∧ dz

により定義される線形変換が活躍する．これを ∗ と記し，共役 (又は Hodge

∗ 作用素)と呼ぶ．定義から

∗(E dr) = E dS, ∗ϕ = ϕdV (19)

となり，∗2 は恒等変換なので ∗(EdS) = E dr, ∗(ϕdV ) = ϕ も成り立つ．

さて d2 = 0, ∗2 = 1 なので交互に作用させてみたくなる．(17)，(19) を用

いて順次実行すると

d(E dr) = rotE dS,

∗ d(E dr) = rotE dr,

d ∗ d(E dr) = rot rotE dS,

∗ d ∗ d(E dr) = rot rotE dr.

同じ E dr から出発して今度は逆順にやってみる．

∗(E dr) = E dS,

d ∗ (E dr) = divE dV,

∗ d ∗ (E dr) = divE,

d ∗ d ∗ (E dr) = grad divE dr.

それぞれの最後の行の差をとり (12) を用いると Laplacian が (d ∗ d ∗− ∗ d ∗
d)(E dr) = ∆E dr と捉えられる事が分かる．以上は E drという 1-形式につ

いての結果だが，一般の k-形式に対しても同様に d∗d∗−∗d∗d = (−1)k−1∆

が成り立つ．確かめられたい．

3 n 次元の場合 : 外積代数

前節の内容は自然に n 次元に一般化される．x1, . . . , xnを n 個の実変数と

し，微分形式の集合

Ωk =
{ ∑
1≤i1,...,ik≤n

fi1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik
}
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を導入する．ここで 0 ≤ k ≤ n であり，k がこの範囲外の時は Ωk = 0 と了

解する．fi1,...,ik = fi1,...,ik(x1, . . . , xn) は x1, . . . , xn の実関数で任意回微分

できるものとする．dxi1 ∧ · · · ∧ dxik は，添字 (i1, . . . , ik) に重複がある時 0

とし, 重複がない時は置換 σ による並べ換えについて

dxiσ(1)
∧ · · · ∧ dxiσ(k)

= sgn(σ)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

を満たす記号とする．ここで sgn(σ) = ±1 は置換 σ の符号．Ωk は {dxi1 ∧
· · · ∧ dxik |1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} を基底とする dimΩk =

(
n
k

)
次元のベクト

ル空間と見なせる．Ωk の元 α =
∑
fi1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik を k-形式とい

う．和は 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n に制限して一般性を失わない．今後その様な

和を単に
∑
と書く．

外積 ∧ : Ωk × Ωl → Ωk+l と外微分 d : Ωk → Ωk+1 は以下で与えられる．

α ∧ β =
∑

fi1,...,ingj1,...,jl

× dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl ,

dα =
( n∑
j=1

∂fi1,...,in
∂xj

dxj

)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

ここで β =
∑
gj1,...,jldxj1 ∧ · · · ∧ dxjl ∈ Ωl とした．定義から容易に

d2 = 0, α ∧ β = (−1)klβ ∧ α,

d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ (dβ)
(20)

が確認できる．ωk ∈ Ωk に対し，積分定理 (18)も ∂D を然るべく定義すれ

ばそのまま成り立つ [8]．特に n = 2, k = 2 の場合は Green の公式として知

られる．(20)の第一式は任意の α ∈ Ωk に対して d(dα) = 0 が成り立つ事

を意味する．逆に dα = 0 を満たす任意の α ∈ Ωk に対して α = dγ となる

γ ∈ Ωk−1 が存在することが知られている (Poincaré の補題 [9])．n = 3では

rotX = 0, divY = 0 の時，それぞれ X = gradψ, Y = rotZ となる ψ, Z

が存在するという事実に帰着する．

直和 Ω0 ⊕ · · · ⊕ Ωn には ∧ により積構造が入り，2n 次元の代数になる事

に注意しよう．これは外積代数 (又は Grassmann代数，1844年) の例になっ

ている．

次に共役 ∗ : Ωk → Ωn−k を導入しよう．これは内積 ( , ) : Ω1×Ω1 → Rの
入れ方に応じて決まる仕組みになっている．内積自体は基底に対する値 (計量

という)を指定すれば十分で，ここでは次節での用途のため (dxi, dxj) = εiδij

ととる．ただし ε1, . . . , εn = ±1 は任意に固定された符号である．これに連
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動して Ωk の内積は，基底に対して以下で与えられる．

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk)

=

εi1 · · · εik sgn(σ) (∀js = iσ(s) のとき),

0 (それ以外).
.

一般の εi では定符号ではないが，非退化である．以上で内積が定まった．k-

形式 α ∈ Ωk の共役 ∗α ∈ Ωn−k は，任意の β ∈ Ωn−k に対して

α ∧ β = (∗α, β)dx1 ∧ · · · ∧ dxn (21)

が成り立つという条件で特徴付けられる．∗α は α の「補集合的微分形式」

だという気持ちが汲み取れるだろうか．実践的には基底に対する明示式

∗(dxI) = εĪ sgn(I, Ī)dxĪ (22)

が有用である．ここで I, Ī は I ∪ Ī = {1, . . . , n} を満たす任意の添字列
I = (i1, . . . , ik)，Ī = (j1, . . . , jn−k) であり，dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , dxĪ =

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn−k
，εĪ = εj1 · · · εjn−k

と書いた．また sgn(I, Ī) は (I, Ī) を

(1, . . . , n) の置換と見なした時の符号である．任意の α, β ∈ Ωk について

∗α∧β = ∗β ∧α が成り立つ．また ∗ ∗ は任意の k-形式を (−1)k(n−k)ε1 · · · εn
倍する作用素になる．

前節の設定は n = 3, ε1 = ε2 = ε3 = 1 に該当し，定数 a により ∗(dx2 ∧
dx1) = a dx3 となる事は明らかである．これを特徴付けの式 (21)に代入し，

β = dx3 の場合を書き下せば dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 = (adx3, dx3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
となって a = −1 が従う．これは (22) による ∗(dx2 ∧dx1) = sgn(213)dx3 と

一致する．

最後に Laplacianについて述べよう．(22)と同様の記法で一般に
∑

I fIdxI ∈
Ωk を k-形式とする．和は {1, . . . , n} の部分集合 I で k個の元からなるもの

にわたる．次の等式が成り立つ．

(d ∗ d ∗+(−1)n ∗ d ∗ d)
∑

I
fIdxI

= (−1)n(k−1)ε1 · · · εn
∑

I
(∆fI)dxI ,

∆ =
∑n

i=1
εi
∂2

∂x2i
. (23)

n = 3, ε1 = ε2 = ε3 = 1 の時，前節の結果と一致している．微分形

式に対して ∆(
∑

I fIdxI) =
∑

I(∆fI)dxI とし，外微分の形式的随伴 δ =

(−1)n(k−1)ε1 · · · εn ∗ d ∗ : Ωk → Ωk−1 を導入すると [10]，上の結果は

∆ = dδ + δd (24)

と言い換えられる [11]．d2 = δ2 = 0 ゆえ Laplacian は d, δ と可換である．d

と δ の 3つ以上の積 dδd, δdδ, δdδd 等は (24) により d∆j , δ∆j , dδ∆j (j ≥ 1)
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に帰着する．また関数 f，即ち 0-形式に対しては δ は 0 なので∆f = δdf で

あり，前節の設定では∆f = div grad f を再現する．

4 Maxwell方程式再び

前節の枠組みでn = 4, (ε1, ε2, ε3, ε4) = (1, 1, 1,−1)の場合を用い，Maxwell

方程式を再定式化しよう．今後は適宜 ∧ を略し，dx1 ∧ dx4 を単に dx1dx4 =

−dx4dx1 等と書く．変数 (x1, x2, x3, x4) を時空の座標 (x, y, z, ct)と同一視

する．ただし c = 1/
√
ϵ0µ0 は真空中の光速である．Ω1 の基底の内積で 0 で

ないのは

(dx, dx) = (dy, dy)

= (dz, dz) = −c2(dt, dt) = 1
(25)

だけで，Minkowski 計量という [12]．共役 ∗ は (22) から例えば ∗(dx1dx2) =
−sgn(1234)dx3dx4 となるが，これは 2節の dr, dSを用いれば ∗ dS = −cdrdt
の z成分のことである．同様に

∗ dr = −c dS dt, ∗ dt = −c−1dV,

∗ dS = −c dr dt, ∗ (dr dt) = c−1dS,

∗ (dS dt) = −c−1dr, ∗ dV = −c dt,

∗ (dV dt) = c−1

と表せる．dS dt = dt dS，dr dt = −dt dr 等に注意しよう．
以下では 1-形式 Y1dx1 +Y2dx2 +Y3dx3 + fdx4 をY dr+ cfdt と書き，2-

形式 Y1dx2dx3 + Y2dx3dx1 + Y3dx1dx2 + (Z1dx1 + Z2dx2 + Z3dx3)dx4 を

Y dS+ cZ dr dt 等と記す．同様に 3-形式は dV と dS dt の線形結合であり，

4-形式は dV dt のスカラー倍である．外微分は次の様になる．

df = (grad f)dr+
∂f

∂t
dt,

d(Y dr+ fdt)

= (rotY)dS+
(
grad f − ∂Y

∂t

)
dr dt,

d(Y dS+ Z dr dt)

= (divY)dV +
(
rotZ+

∂Y

∂t

)
dS dt,

d(Y dS dt+ fdV ) =
(
divY − ∂f

∂t

)
dV dt.

準備の仕上げとして Laplacian (23)を書き下しておく. n = 4 なので気分を

変えて ∆ の代わりに □ と書き，d’Alembertian と呼ぶ．任意の k-形式に対
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して次の等式が成り立つ．

d ∗ d ∗+ ∗ d ∗ d = −□, (26)

□ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2
.

前節最後の注意から，関数 Λ に対しては ∗ d ∗ dΛ = −□Λ が成り立つ．

漸く本題に入る．Maxwell 方程式と E,B,J,A, ρ, ϕ (1) – (9) を思い出そ

う．我々に必要なのは，これら登場人物を次の様に配置した微分形式である．

A = A dr− ϕdt ∈ Ω1,

∗A = −cAdS dt+ c−1ϕdV ∈ Ω3,

F = B dS+E dr dt ∈ Ω2,

∗F = c−1E dS− cBdr dt ∈ Ω2,

J = c(J dS dt− ρ dV ) ∈ Ω3,

∗J = −J dr+ c2ρ dt ∈ Ω1.

F は電磁場，A はポテンシャル，J は電流電荷密度から構成されている．先

の公式から

dF = (divB)dV +
(
rotE+

∂B

∂t

)
dS dt,

d ∗ F = c−1(divE)dV

− c
(
rotB− 1

c2
∂E

∂t

)
dS dt.

従ってMaxwell方程式の第一組 (2)，(3) と第二組 (1)，(4) は各々次の方程

式と等価である．

dF = 0, d ∗ F = −µ0J. (27)

左の式は F ∈ dΩ1 である事を示す．実際

dA = (rotA)dS−
(
gradϕ+

∂A

∂t

)
dr dt

であるが，(9) によりこれは

F = dA (28)

を与えている．d2 = 0 なので Λ を任意のスカラーとして A→ A+ dΛ とし

ても同じ F を与えるが，これはポテンシャルのゲージ変換 (11) に他ならな

い．F = dA のもとでは dF = 0 は自明化するので，結局 (27)の第二式に代

入した

d ∗ dA = −µ0J (29)
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に帰着される．さらに d を作用させると d2 = 0 から dJ = 0 が従うが，一

方で dJ = c(div J+ ∂ρ
∂t )dV dt なので電荷保存を表す連続の式が得られる．ま

た両辺の ∗ をとり，(26)を用いると次の方程式と等価になる．

□A+ d ∗ d ∗A = µ0 ∗ J. (30)

ここに現れた ∗ d ∗A を計算してみると

−(∗ d ∗A) = divA+
1

c2
∂ϕ

∂t

となり，これが 0 となる条件を Lorenz (Lorentz とは別人 [1])条件という．

幸か不幸か，Lorenz条件はゲージ変換 A→ A+ dΛ で不変ではなく (26)の

下の注意から divA+ 1
c2

∂ϕ
∂t +□Λ = 0 に変わる．一般に Λ はこれを満たす

様にとれるので, Aは Lorenz条件を満たすと仮定してもよい．まとめると，

Maxwell方程式はポテンシャル 1-形式に関する (29) あるいはそれと等価な

(30)に集約され，特に Lorenz ゲージを採用して

□A = µ0 ∗ J, d ∗A = 0

としてもよい．その場合ゲージ変換 A→ A+ dΛ の自由度は□Λ = 0 を満た

す Λ に限られる．第一式は良く知られた波動方程式□A = −µ0J, □ϕ = − ρ
ϵ0

である．

5 覚醒

Maxwell方程式が (27)あるいは (29)に集約され，「なんとなく」スッキリした

かもしれない．このスッキリ感の本質を見定めよう．そのために遅まきながら外

微分の最も基本的な性質を喚起する．変数 x = (x1, . . . , xn) の関数 f = f(x)

の外微分は df =
∑

i
∂f
∂xi

dxi であった．f に xi = xi(y) を代入して y =

(y1, . . . , yn) の関数 f = f(x(y)) と引き戻してみると df =
∑

i
∂f
∂xi

∑
j

∂xi

∂yj
dyj

となる．ここで iの和は偏微分の鎖規則により
∑

i
∂f
∂xi

∂xi

∂yj
= ∂f

∂yj
となるから

df =
∑

i
∂f
∂yi

dyi を得る．単純ながら以上の観察は，外微分 d とは変数の取

り方によらない概念だという本質を語っている．一般の k-形式でも同様であ

る．我々は外微分の他にMinkowski計量 (25) を固定し，それに準拠した ∗
も用いた．以上から，Minkowski計量を変えない変数変換 (Lorentz変換とい

う)に限ればここで定式化された微分形式の関係式はどんな変数 (座標)で具

体的に表示しても等価となる．つまり (27)や (29)が特殊相対性理論の基本

的要請，Lorentz変換に関する共変性，を満たす事は自動的に組み込まれた

のである．座標 (今の場合は慣性系)の取り方によらない基本法則は，それ相

応の様式で書き下したい．前節ではそれが達成されたゆえにスッキリしたの

である．
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6 結語

Maxwell方程式は作用

S =
1

c

∫
(

1

2µ0
∗ F ∧ F − J ∧A)

=

∫ (ε0E2

2
− B2

2µ0
+ JA− ρϕ

)
dV dt

に対する変分原理 δS = 0 から導かれる [13]．実際 (28)を代入し，(22)の後

の注意と (20) を用いると δ
∫
∗F ∧ F = 2

∫
∗dA ∧ dδA = −2

∫
d ∗ dA ∧ δA

が示せる．ゆえに δS = −(cµ0)
−1

∫
(d ∗ dA+ µ0J) ∧ δA となって (29)が従

う．実は作用を S =
∫
L(A, J) と置き，1-形式のゲージ変換 A→ A+ dΛで

S は不変であると要請すると，4-形式 L(A, J) は本質的に上記の形に決まっ
てしまう．この様にゲージ変換を内包し，それにより統制される理論をゲー

ジ理論という．

電磁気学は人類が初めて手にした記念すべきゲージ理論である．歴史上数

え切れないほどの先人の努力と苦闘が結晶化した足場を登り展望台に立った

時，それを集約するのはたった一行のゲージ不変な作用 S = 1
c

∫
( 1
2µ0

∗ dA∧
dA − J ∧ A) となった [14]．見る者の「琴線に触れる」とはこの式の事だろ

うか．自然現象にインスピレーションを求めるのが理論物理学とすれば，数

理構造にそれを見出すのは数理物理学だと言った友人がいる．電磁気学はそ

の後幾多のゲージ理論の手本となり出発点となった．Maxwell 理論の向こう

に更なる景色が見え始めたこの辺りで読者とお別れしよう．

本稿の執筆に際し，貴重な御意見をいただいた井上玲氏，堺和光氏，鈴木

淳史氏，竹川敦氏に感謝いたします．
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