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1 はじめに

Bethe Ansatz は『ベーテ仮説』かそれとも『ベーテ仮設』かという問があ
る。1 後者の支持者は沢山いる。確かにベーテ自身は有名な 1931 年のドイツ
語の原論文 [Be]2 の中で、r 体の波動関数の形を仮設した後、固有関数を構

成し、今で言う組合せ論的完全性まで証明しているので、『仮説』と呼ぶのは

適当でないかもしれない。むしろ ベーテ自身による coordinate ベーテ仮設
以降、多くの人々が『代数的』、『熱力学的』、『解析的』、『組合せ論的』、『ネ

ステッド』 そして時に『ハイレベル』Bethe Ansatz 等という version にま
で拡張しまくったのであるが、そのような拡張や応用の中にはベーテと同レ

ベルの『仮設』には達していない、『仮説』と呼んだ方が無難なものが少なか

らずあるのではと感じる。一方そういう『仮説』の中にはきちんとした数学

的『予想』に昇格するものもある。その意味で言うとこの報告書は『ベーテ

仮説』と『予想』の中間くらいに位置する。その内容は主に [K1]–[KS2] に基
づく。Bethe Ansatz は模型を解くための手段であるというのが本来の自然な
発想であるが、ここではあまりそれにとらわれず、むしろ色々なよそ見を楽

しもうという気持で書く。そこに著者の偏った見方が随分介入してしまって

いる事を御容赦願いたい。中心となるのはベーテ仮説にまつわる差分方程式

であるが、これらが Painlevé 方程式のような世界と関係するかは判らない。
Bethe Ansatz の裾野はあまりに広大であり、3 ここで紹介する aspect は

ほんの一角に過ぎない事を強調しておく。ここで触れなかった沢山の話題の

中には、少し前になるが、ある特殊な熱力学的ベーテ仮説方程式と Painlev’e
IIIとの関係 [CFIV, TW, Z]がある。また、変形ビラソロ代数 [SKAO] のカ
レントと 解析的ベーテ仮説の dressed vacuum form (DVF、後出) との類似

1 熊本大学の研究会 (1997 年 12 月 14–17 日) でも時弘哲治さんが指摘された。
2 D. C. Mattis 編集の The Many-Body Problem, An Encyclopedia of Exactly Solved

Models in One Dimension (World Scientific 1993) に全英訳が掲載されている。最後の
文は Fermi に対する謝辞であるが、その前の文は “In a future paper, this method will
be extended to [three-dimensional] space lattices11, and its physical implications for
cohesion, ferromagnetism and electrical conductivity, will be derived.” となっており、11

には “Ed. note: this rash promise has apparently not been kept” という注釈が着いている。
3 例えば [Bax, Ga, KBI] などを参照。
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性 [FR] なども報告されている。これらについて将来まとまった解説が出る
事を期待する。

この報告書のもとになった研究を共にしてくださった方々にこの場を借り

て感謝いたします。

2 解析的べーテ仮説

転送行列の対角化は可解格子模型の研究の基本ステップの一つである。解

析的べーテ仮説とはシステムサイズ 有限の row-to-row 転送行列の固有値公
式を作り出す仮説的処方せんである。代数的 べーテ仮説等で対角化を実行す

るという一般には骨の折れる作業を スキップしてしまい、固有ベクトルを作

らずして固有値だけを先取りする。その正しさの一般的証明はないが、反例

も知られていない。その処方せんの簡単さのために、代数的 べーテ仮説より

はるかに広い場合に適用されている。例えば [R1, R2, KS1, KOS] を参照の
こと。対角化の苦労はモデルに依っても、最終的に求まる固有値は普遍的な

形をしているという経験的事実からすると自然なアイデアとも言える。数学

的にみると解析的べーテ仮説は Yangian ないし 量子アフィンリー代数の有
限次元表現の一種の指標理論と考えられる。この章では最も簡単な sl2 の場

合にその辺の『感じ』を紹介する。

2 次元正方格子上の 6 頂点模型 [Bax] を考えよう。Boltzmann 重率は
Ru(±,±,±,±) = [2 + u], Ru(±,∓,±,∓) = [u] Ru(±,∓,∓,±) = [2]。こ
こで R の 四つの引数は複合同順で局所的な状態 + と − を表し、頂点 (サイ
ト)の左側のエッジから反時計まわりに並んでいるとする。関数 [u] は

[u] =
qu − q−u

q − q−1
(2.1)

で定義される。u はスペクトルパラメタと呼ばれる複素パラメタで、 q は

generic な定数とする。よく知られているように、Boltzmann 重率を行列要
素として R 行列RW1,W1(u) を構成すると、Yang-Baxter 方程式が成立する。
ここで添字は R が 2 次元の Uq(A

(1)
1 ) の表現 W1 のテンソル積にはたらく事

を示す。(一般に m + 1 次元の 既約表現を Wm と書くことにする。) 6頂点
模型の row-to-row 転送行列は 次のより一般の行列 の m = 1 の場合に相当
する。

Tm(u) = TrWm

(
RWm,W1(u− w1) · · ·RWm,W1(u− wN )

)
. (2.2)

ここで N はシステムのサイズ、 w1, . . . , wN は複素パラメタで局所相互作用

の非一様性を表す。m ∈ Z≥0。量子逆散乱法の用語でいうと、これは auxiliary
space が Wm で quantum space W⊗N

1 にはたらく row-to-row 転送行列であ
る。(有限次元表現自体がスペクトルパラメタによるので、もう少し正確には
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auxiliary spaceがWm(u)で quantum spaceが ⊗N
j=1W1(wj)。) Yang-Baxter

方程式のおかげで [Tm(u), Tm′(u′)] = 0 が成立し、これらは同時対角化でき
る。従って、その固有値もまた同じ記号 Tm(u) で書く事にする。
重要なのは Tm(u) のスペクトルであるが、まず T1(u) について [Bax] か

ら引用しよう。

T1(u) =
Q(u− 1)
Q(u + 1)

φ(u + 2) +
Q(u + 3)
Q(u + 1)

φ(u), (2.3)

Q(u) =
n∏

j=1

[u− vj ], φ(u) =
N∏

j=1

[u− wj ]. (2.4)

ここで 0 ≤ n ≤ N/2 は固有ベクトルに含まれる − 成分の数で、T1(u) によっ
て保たれる。uj ∈ C はべーテ方程式 (Bethe ansatz equation, BAE)

−φ(vk + 1)
φ(vk − 1)

=
Q(vk + 2)
Q(vk − 2)

(2.5)

の根である。 根を一つ選択するごとに (2.3) に代入して固有値が得られる。
上の結果に関して幾つかの視察をしよう。

(i) 固有値は『dressed vacuum form (DVF)』をしている。+,+, . . . , + とい
う n = 0 のベクトル (vacuum vector) は自明に固有ベクトルであり、その固
有値も簡単に

N∏

j=1

Ru−wj (+, +, +,+) +
N∏

j=1

Ru−wj (−,+,−, +) = φ(u + 2) + φ(u) (2.6)

と求まる。これを仮に vacuum form と呼ぼう。4 これと (2.3) を見比べると
一般の固有値にも vacuum form にある φ(u + 2), φ(u) が入って来ている。但
し n = 0 の時に 1 になる “dress” Q/Q を伴って、という意味で DVF [R1]
と呼んでいる。特に DVF T1(u) は 2 項の和であるが、この 2 というのは
auxiliary space の次元 dimW1 = 2 に由来している。
(ii) DVF (2.3) は u 有限 では極を持たない。(2.3) において u = vk − 1 は見
かけの 極であって、実際は BAE (2.5) により 2項からの留数が相殺してい
る。Boltzmann 重率を pole-free に規格化して出発しているので、それから
構成される転送行列及びその固有値 もそうであるべき。

(iii) (2.3) は R 行列 の持つ周期性、反転関係式や |u| → ∞ での漸近的振舞
から従う性質を持つ。例えば (2.3) は

(q − q−1)Nq
−N+

∑
j

wj lim
qu→∞

q−NuT1(u) = qN−2n + q2n−N (2.7)

を満たすが、これは R 行列と T1(u) の定義のみからも導かれる性質である。

4 これは必ずしも最大固有値とは限らない。

3



Reshetikin の意味での 解析的 べーテ仮説とは [R1]、おおよそ (i)-(iii) を
要請すると転送行列の固有値は決ってしまう、という仮説である。即ち、ま

ず (i) の vacuum form (さすがにこれくらいは規格化を定めるためにも求め
ておく) に dress を 未知関数として付けて Ansatz DVF を set up しておく。
次に (ii)、(iii)の性質を要請するとそれが一意的整合的に決まり、しかも (ii)
からはベーテ方程式も出て来るという具合である。本来格子模型の転送行列

(ここでは高々 trigonometric な頂点模型を念頭に置いている) は、普遍 R 行

列とその像を考える表現空間 (auxiliary spaceと quantum space)、そして規
格化を定めれば一意的に決まっている。従って、その固有値もこれらを指定

するデータのみで記述されるべきものであろう。7 章ではもう少しそのよう
な述べ方をしてみる。(それは解析的ベーテ『仮説』よりもう少し数学的『予
想』に近い。)
ところで (2.7) は sl(2) の 2次元表現 W1 の指標と見なせる。この意味で

T1(u) はその スペクトルパラメタ依存版と言ってよい。5 この見方は一般の

Tm(u) の固有値とそれが満たす関数方程式を考えるとより一層自然となる。

Tm(u + 1)Tm(u− 1) = Tm+1(u)Tm−1(u) + gm(u) m ≥ 0, (2.8)

gm(u) =
m−1∏

k=0

φ(u + 2k −m)φ(u + 4 + 2k −m). (2.9)

(2.8)は定義 (2.2)とUq(A
(1)
1 )加群の short exact sequence 0 → W0(u+m+

1)⊗W0(u−m−1) → Wm(u+1)⊗Wm(u−1) → Wm−1(u)⊗Wm+1(u) → 0
[CP1] から従う。6 (2.3) と T0(u) = 1 を初期条件としてこれを解くと

Tm(u) =
(m−1∏

k=1

φ(u+m+1−2k)
) m∑

j=0

Q(u−m)Q(u + m + 2)φ(u + m + 1− 2j)
Q(u + m− 2j)Q(u + m + 2− 2j)

(2.10)
となる。もっと見やすくするために

1 =
Q(u− 1)
Q(u + 1)

φ(u + 2), 2 =
Q(u + 3)
Q(u + 1)

φ(u) (2.11)

と置こう。(左辺の box は u に依る。) (2.3) は T1(u) = 1 + 2 となり、
(2.10) は

Tm(u) =
m∑

j=0

m−j︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1

j︷ ︸︸ ︷
2 · · · 2 (2.12)

と表される。 ここで tableau は関数 (2.11) でスペクトルパラメタ u を

左から右に u − m + 1, u − m + 3, . . . , u + m − 1 と等間隔にずらしなが

5 『A は B の スペクトルパラメタ依存版』というのは長いので、あまり格好よくないけれ
ど、V. F.R. Jones にならって『A は B の Baxterization』と言うことにする。

6 Fusion procedure と呼ばれる。
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ら m 個掛けたものと了解する。良く知られているように、0 ≤ j ≤ m

に対応する上の tableau は sl(2) の スピン m/2 表現のウエイトベクト
ルをラベルする semi-standard tableaux である。u → ∞ の極限で (q −
q−1)mNq

−mN+m
∑

j
wj limqu→∞ q−mNuTm(u) = Qm :=

∑m
j=0 q(N−2n)(m−2j)

も成立している。この意味でもTm(u)の DVF (2.10),(2.12)は auxiliary space
Wm(u) の指標に相当する。7 その際 関数方程式 (2.8) は指標関係式の役割を
する。上の Qm は通常の意味での指標関係式

Q2
m = Qm+1Qm−1 + 1 (2.13)

を満たしている。さて、ベーテ方程式 (2.5) のもとで Tm(u) は一般の m で

pole-free になっているだろうか? 解析的ベーテ仮説の立場からはこれは大切
なチェックポイントである。これを調べるため、 (2.8) を 用いて Tm(u) を
T1(u) によって表すと次のようになる。

det




T1(u−m + 1) g1(u−m + 2) 0 · · · 0
1 T1(u−m + 3)

0 1
. . . 0

...
... T1(u + m− 3) g1(u + m− 2)

0 0 · · · 1 T1(u + m− 1)




.

(2.14)
先に注意したように u → ∞ では Tm は sl(2) の m + 1-次元既約表現の指
標 Qm (= s(m): Schur 関数)になる。従ってその極限で (2.14) は 古典的に
Jacobi-Trudi formula [Ma] と呼ばれる指標公式に帰着する。(2.14) はその
Baxterization になっており、ここでは quantum Jacobi-Trudi formula と呼
ぶことにする。そのご利益の一つとして Tm(u) が 確かに pole-free である
性質が T1(u) のそれから直ちにしたがう。これは (2.10) を調べるより簡明で
ある。

ここまでのまとめとして、可解格子模型の転送行列に特徴的な性質として

関数方程式 (2.8) と quantum Jacobi-Trudi formula (2.14)が成立すること、
その固有値 を与える DVF が (一般には解析的ベーテ仮説によって) tableau
sum (2.12) のように構成されることを確認しておく。
この章のしめくくりとして熱力学的ベーテ仮説 (Thermodynamic Bethe

Ansatz, TBA) との関係もコメントしておこう。まず (2.9) は

gm(u− 1)gm(u + 1) = gm+1(u)gm−1(u)

を満たす事に注意する。この事と (2.8)を用いるとYm(u) = Tm+1(u)Tm−1(u)/gm(u)
という combination は

Ym(u− 1)Ym(u + 1) =
Tm+1(u− 1)Tm+1(u + 1)Tm−1(u− 1)Tm−1(u + 1)

gm(u− 1)gm(u + 1)
7 [CP2] にもベーテ仮説の視点とは独立に、表現論的な観点から同様の指標が Y (sl2) につい

て考察されている。
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=
(Tm+2(u)Tm(u) + gm+1(u))(Tm−2(u)Tm(u) + gm−1(u))

gm+1(u)gm−1(u)
= (Ym+1(u) + 1)(Ym−1(u) + 1) (2.15)

という具合に gm(u) に依らない差分方程式を満たす事が判る。実はこの最
後の Y の式は、熱力学的ベーテ (TBA)方程式と呼ばれるものの disguised
form になっている。disguised と言ったのは、通常 TBA 方程式は非線形の積
分方程式だからである。TBA [YY] は可解な一次元量子系の有限温度状態を
調べる一般的な scheme である。TBA方程式は自由エネルギー極小のための
必要条件として現れ、中心的役割を果たす。非線形の積分方程式から (2.15)
のような差分方程式をどのように抽出するかをもの凄く大雑把に説明しよう。

今の場合 TBA 方程式は有限温度の XXZ 模型に関係するものでおよそ次の
ような形をしている。

log Ym(u) =
fm(u)

T

+
∫ ∞

−∞
s(u− v) log ((1 + Ym−1(v))(1 + Ym+1(v))) dv, (2.16)

s(u) =
1

4 cosh πu
2

=
1
2π

∫ ∞

−∞

eiux

2 cosh x
dx. (2.17)

ここで T は温度で fm(u) は既知の関数である。まず形式的に T 無限大

と思って (2.16) の右辺第一項を落とす。更に両辺をフーリエ変換した後、
log Ym(u) は |Imu| ≤ 1 で正則と仮定してしまう。すると右辺の分母にある
2 cosh x = ex + e−x は左辺に跳ね上げて u → u± i という差分演算子の和と

解釈できる。あとはフーリエ逆変換してから両辺の log をはずせば (2.15) で
左辺を Ym(u− i)Ym(u + i) に置き換えた式に達する。
勿論これらの操作は文字通りには正当化されない。それはあくまで TBA方

程式が与えられた時、関連する差分方程式を抽出するための方便にすぎず、一

般には TBA方程式と上のような差分方程式は同等でない。8 便宜上 [KNS2]
にならって (2.13) を Q-system、(2.8) を T -system、(2.15) を Y -system と
呼ぼう。これらはいずれも ベーテ仮説に深い源を持つ差分方程式である。Q-
system は通常の指標に関するある特定の形の恒等式、Y -system は TBA 方
程式 の disguised form、 T -system は Q-system の Baxterization であって
Tm+1(u)Tm−1(u)/gm(u)という組合せが Y -systemを解くようなものである。
ここまでの話は 明らかに A

(1)
1 の場合であるが、実は一般の非ねじれ型ア

フィンリー環 X
(1)
r に対してほぼ平行した話ができる。一般 X

(1)
r 版の Q-

system は [KR2, Ki]、 Y -system は [KN]、T -system は [KNS2] で得られた。
9 3 章では Q-system の話を紹介し、T と Y は 4 章で扱うことにする。

8 むしろ [KP] や [KNS3] では Tm (2.10) から出発して (2.15) を示し、その解析性を調べ
ることにより上の議論をおよそ逆向きに辿って積分方程式を導いている。最近 TBA 方程式を
このように見直す運動がある。

9 ねじれ型アフィンリー環 A
(2)
n , D

(2)
n , E

(2)
6 , D

(3)
4 の場合の T -system については [KS2]。
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3 Q-system

この章は [KR2] に基づく。この論文はとても mysterious である。主定理
(後出の 3.1)は著しい結果だが残念なことに証明が書いてない。10 よくある

話ではあるが。確かにベーテ仮説を表現論的な視点からあれこれひねくりま

わすとそれらの定理を予想として発見することは難しくない。それはいわば

“Bethe Ansatz folklore” とでも言うべきものである。ところが証明となると
もっとずっと厳しい。11

Xr = Ar (r ≥ 1), Br (r ≥ 2), Cr (r ≥ 2), Dr (r ≥ 4), E6, E7, E8, F4, G2 を

古典単純リー環とする。Dynkin 図形 の頂点 1 ≤ a ≤ r の番号付けは [Ka]
の p53 (で ランク l を r にしたもの) に準拠する。αa, Λa を単純ルート、基

本ウエイトとし、前者は α = long root が (α|α) = 2 となるように規格化
する。また

Cab =
2(αa|αb)
(αa|αa)

, ta =
2

(αa|αa)
(3.1)

と定義する。(Cab)1≤a,b≤r はカルタン行列である。ta は陽にあたえると

ta =





2 (Xr, a) = (Br, r), (Cr, 1 ≤ a ≤ r − 1), (F4, 3 ≤ a ≤ 4),
3 (Xr, a) = (G2, 2),
1 otherwise.

(3.2)

また Dynkin 図上の頂点 1 ≤ a, b ≤ r について

a ∼ b ↔ Cab < 0 (3.3)

と定義する。勿論 a ∼ b と b ∼ a は同値であり、両者が隣接している事を

さす。

[KR2] では古典型 Xr = Ar, Br, Cr, Dr の場合に付随する Yangian Y (Xr)
のある特別な表現W

(a)
m (1 ≤ a ≤ r,m ∈ Z≥0) から出発する。12 Y (Xr) は

Xr 自身を部分代数として含むので、W
(a)
m を Xr 加群とみるとそれは次のよ

うに分解するものである。13

Ar : W (a)
m ' V (mΛa), (3.4)

Cr : W (a)
m '

{⊕V (k1Λ1 + · · ·+ kaΛa) 1 ≤ a ≤ r − 1
V (mΛr) a = r

, (3.5)

10 なぜか “This paper is devoted to the derivation and the proof of these formulas.” と
も書いてある。
11 [KR2]の内容とはまた別の話ではあるが、この辺の気持をよく表現してる (?)と思われる言葉
が文献 [RW] に見られる。その謝辞の前の二つの文を引用してみると、“Finally we should note
that we have omitted all proofs not so much out of brevity but because of the absence
of direct convincing proofs fot the non-specialist. The result presented resulted from the

analysis of known examples i.e. the series A
(1)
n [15] and A

(2)
n , B

(1)
n , C

(1)
n , D

(1)
n , D

(2)
n [23]

and moreover, from the persistent idea to find the Lie algebra structure everywhere.”
12 ここでの W

(a)
m は [KR2] のW

(m)
a に相当する。

13 より正確には (4.15) 辺りを参照。
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Br, Dr : W (a)
m ' ⊕V (ka0Λa0 + ka0+2Λa0+2 + · · ·+ kaΛa) 1 ≤ a ≤ r′,

r′ =
{

r for Br

r − 2 for Dr

, a0 ≡ a mod 2, a0 = 0 or 1,

W (a)
m ' V (mΛa) a = r − 1, r only for Dr.

(3.6)

ここで V (λ) は最高ウエイト λ の 既約 Xr 加群であり、Λ0 = 0 としてい
る。(3.5) の和は 全ての 1 ≤ j ≤ a に対して k1 + · · · + ka ≤ m, kj ≡ mδja

mod 2を満たす非負整数 k1, . . . , ka にわたる。(3.6)の和は ta(ka0 +ka0+2 +
· · · + ka−2) + ka = m を満たす非負整数 ka0 , ka0+2, . . . , ka にわたる。(3.5)
(resp. (3.6)) に登場する最高ウエイトをヤング図にすると、a×m の長方形

から 1 × 2 (resp. 2 × 1) のドミノ を抜き去ってできるヤング図全体となっ
ている。14 この章では今後 W

(a)
m を (3.4)–(3.6) で定義される (一般には可約

な) Xr 加群と思って差し支えない。常に W
(a)
m = V (mΛa)⊕ 低次の項、 と

いう形をしている。

さてテンソル積の既約分解

N⊗

j=1

W (aj)
mj

=
⊕

λ

Z
(
⊗N

j=1W
(aj)
mj

; λ
)
V (λ) (3.7)

を考えよう。 Z は多重度をあらわす非負整数である。15 λ の和は

λ =
N∑

j=1

mjΛaj −
r∑

b=1

nbαb, (n1, . . . , nr ∈ Z≥0) (3.8)

の形をした dominant integral weight 全体にわたる。

定理 3.1 ([KR2])

Z
(
⊗N

j=1W
(aj)
mj

;λ
)

=
∑

{M(b)
i
}

r∏
a=1

∞∏

i=1

(
P

(a)
i + M

(a)
i

M
(a)
i

)
, (3.9)

P
(a)
i =

N∑

j=1

δaajmin(i,mj)−
r∑

b=1

∞∑

k=1

(αa|αb)min(tbi, tak)M (b)
k , (3.10)

ここで (3.9)の和は λによって (3.8)から定まる nb に対し、nb =
∑∞

k=1 kM
(b)
k

を満たす {M (b)
i ∈ Z≥0 | 1 ≤ b ≤ r, i ≥ 1} 全てにわたってとる。また二項係

数
(

m
n

)
は 0 ≤ n ≤ m でない限り 0 と了解する。

14 長方形から 1× 2 を抜いていくのは埋め込み so(n) ↪→ gl(n) による分解、2× 1 を抜いて
いくのは sp(n) ↪→ gl(n) による分解でも起こることが知られているが、(3.5) と (3.6) では so
と sp が逆転していることに注意。
15 Ar 型で ∀aj = 1 ないし ∀mj = 1 の場合は Z は Kostka 数と呼ばれる。Kostka 数の

q-analogue として Kostka-Foulkes 多項式 (cf. [Ma]) が有名だが、それに対しても 定理 3.1
にあるような公式が知られている。[KR1]
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特にここで N = 1, a1 = a,m1 = m ととる事により (3.4)–(3.6) は次のよう
にも書けていることになる。

系 3.2

W (a)
m =

⊕

λ

Z
(
W (a)

m ;λ
)
V (λ). (3.11)

[KR2] では 上の定理が “Theorem 1” として証明なしに与えられており、
また “We mention that Theorem 1 remains valid also for exceptional Lie
algebras” とも書いてある。16 実際このことは個々の例について多く検証さ

れており、反例はみつかっていない。[Kl1] には、 E6, E7, E8 の場合にW
(a)
1

の (3.11) による展開式が全ての a について載っている。一般の m の場合の

部分的予想や F4, G2 等については [K1]。最近 [Kl2] も出た。
定理 3.1 はベーテ仮説に次のように由来する。まず Y (Xr) 対称性を持つ

可解頂点模型の転送行列で ⊗N
j=1W

(aj)
mj (= (3.7) の左辺) を quantum space

に持つものを考える。その λ-sector17 におけるスペクトルを記述するベーテ
方程式18 の根の個数が (3.7) の 分岐係数 Z に相当する。そこでベーテ方程

式の根の個数をカウントするのであるが、これをストリング仮説という仮定

を用いて計算すると (3.9)–(3.10) という表式が従う。
任意の 1 ≤ a ≤ r, m ∈ Z≥1 と W̃ = ⊗N

j=1W
(aj)
mj について

W = W (a)
m ⊗W (a)

m ⊗ W̃ ,

W ′ = W
(a)
m+1 ⊗W

(a)
m−1 ⊗ W̃ ,

W ′′ = ⊗b∼a ⊗−Cab−1
j=0 W

(b)
[(Cbam−j)/Cab]

⊗ W̃ ,

(3.12)

とおく。ただしこの [x] は x の整数部分である。19

定理 3.3 ([HKOTY]) 一般の Xr と λ (3.8) について

Z(W ; λ) = Z(W ′; λ) + Z(W ′′; λ) (3.13)

が成立する。

証明は (3.10) の P
(a)
i を P

(a)
i (W̃ , {M (b)

k }) と書く時、P
(b)
i (W, {M (c)

k }) =
P

(b)
i (W ′′, {M (c)

k − δcaδkm}) という性質さえ示せば、後は二項係数の展開く
らいの議論で片付く。さて Q

(a)
m = chW

(a)
m を通常の (Xr の) 意味での指標と

しよう。(Q(a)
0 = 1.) (3.4) から Xr = A1 の時は Q

(1)
m を Qm と書けば 2 章

の記法と整合する。
16 (3.8)–(3.10) は純粋に ルート系でデータだけで書けている事に注意して、例外型 Xr =

E6, E7, E8, F4, G2 の場合も Z をこの式で定義する。
17 これは (2.4) における n の一般化。
18 (7.1)–(7.3) 参照。
19 記号が (2.1) と重なるが混乱はないと思う。
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系 3.4 ([KR2, Ki])

Q(a)2

m = Q
(a)
m+1Q

(a)
m−1 +

∏

b∼a

−Cab−1∏

j=0

Q
(b)
[(Cbam−j)/Cab]

. (3.14)

[KR2] ではXr = Ar, Br, Cr, Dr の場合に上の式が与えられた。特に A 型に

関して、証明は Littlewood-Richardson rule と長方形の ヤング図に対応する
表現の陽な次元公式に基づく、とある。例外型も含んだ (3.14) は [Ki] に初
めて現れた。(3.14) を各 Xr で具体的に書き下すと次のようになる。

Xr = Ar, Dr, E6, E7, E8 :

Q(a)2

m = Q
(a)
m−1Q

(a)
m+1 +

∏

b∼a

Q(b)
m . (3.15)

Xr = Br :

Q(a)2

m = Q
(a)
m−1Q

(a)
m+1 + Q(a−1)

m Q(a+1)
m (1 ≤ a ≤ r − 2),

Q(r−1)2

m = Q
(r−1)
m−1 Q

(r−1)
m+1 + Q(r−2)

m Q
(r)
2m,

Q
(r)2

2m = Q
(r)
2m−1Q

(r)
2m+1 + Q(r−1)2

m ,

Q
(r)2

2m+1 = Q
(r)
2mQ

(r)
2m+2 + Q(r−1)

m Q
(r−1)
m+1 .

(3.16)

Xr = Cr :

Q(a)2

m = Q
(a)
m−1Q

(a)
m+1 + Q(a−1)

m Q(a+1)
m (1 ≤ a ≤ r − 2),

Q
(r−1)2

2m = Q
(r−1)
2m−1Q

(r−1)
2m+1 + Q

(r−2)
2m Q(r)2

m ,

Q
(r−1)2

2m+1 = Q
(r−1)
2m Q

(r−1)
2m+2 + Q

(r−2)
2m+1Q

(r)
m Q

(r)
m+1,

Q(r)2

m = Q
(r)
m−1Q

(r)
m+1 + Q

(r−1)
2m .

(3.17)

Xr = F4 :

Q(1)2

m = Q
(1)
m−1Q

(1)
m+1 + Q(2)

m ,

Q(2)2

m = Q
(2)
m−1Q

(2)
m+1 + Q(1)

m Q
(3)
2m,

Q
(3)2

2m = Q
(3)
2m−1Q

(3)
2m+1 + Q(2)2

m Q
(4)
2m,

Q
(3)2

2m+1 = Q
(3)
2mQ

(3)
2m+2 + Q(2)

m Q
(2)
m+1Q

(4)
2m+1,

Q(4)2

m = Q
(4)
m−1Q

(4)
m+1 + Q(3)

m .

(3.18)

Xr = G2 :

Q(1)2

m = Q
(1)
m−1Q

(1)
m+1 + Q

(2)
3m,
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Q
(2)2

3m = Q
(2)
3m−1Q

(2)
3m+1 + Q(1)3

m ,

Q
(2)2

3m+1 = Q
(2)
3mQ

(2)
3m+2 + Q(1)2

m Q
(1)
m+1,

Q
(2)2

3m+2 = Q
(2)
3m+1Q

(2)
3m+3 + Q(1)

m Q
(1)2

m+1.

(3.19)

Xr = A1 では (2.13) に帰着する。一般に大きな表現を掛けあわせると沢山の
既約成分の和に分解する、というのが通常の感覚である。ところが Yangian
Y (Xr) の W

(a)
m という既約表現の family には、上のようにその仲だけで閉

じる指標恒等式が存在している。しかも (3.14) のように全ての Xr に対して

カルタン行列だけで書けてしまう形のものが。これは珍しい。20

(3.14) を X
(1)
r 型の Q-system と呼ぼう。21 それは ベーテ仮説に由来し、

Dynkin 図ごとにその頂点 a と (非負)整数 m を独立変数とする差分方程式

である。次章ではそれが全て canonical に Baxterize される事をみる。その
結果は Xr 型の 2次元離散戸田場方程式の一種となる。

4 一般の X(1)
r に対する T -system と Y -system

各 Xr について、1 ≤ a ≤ r, m ∈ Z≥1, u ∈ C に対し次の差分方程式を

Y -system と呼ぼう。

Y (a)
m (u− 1

ta
)Y (a)

m (u +
1
ta

)

=

∏
b∼a

∏−Cba−1
j=Cba+1

∏−Cba−1−|j|
k=0

(
1 + Y

(b)
tb
ta

m+j
(u− Cba+1+|j|+2k

tb
)
)

(1 + Y
(a)
m−1(u)−1)(1 + Y

(a)
m+1(u)−1)

(4.1)

但し、右辺の分母で Y
(a)
0 (u)−1 = 0、分子で m /∈ Z の時 Y

(b)
m = 0 と了解す

る。(4.1)は [K1] における熱力学的 べーテ仮説方程式から 2 章の後半に説明
した手続きによって抽出された差分方程式であり、[KN] において一般の Xr

に対して初めて導入された。22 各 Xr について Y -system を陽に書き下すと
次のようになる。

Xr = Ar, Dr, E6, E7, E8 :

Y (a)
m (u− 1)Y (a)

m (u + 1) =
∏

b∼a(1 + Y
(b)
m (u))

(1 + Y
(a)
m−1(u)−1)(1 + Y

(a)
m+1(u)−1)

, (4.2)

20 指標 Q
(a)
m は巾根等への特殊化に関しても著しい性質がある。詳しくは [KNS2]。またその

応用としてビラソロ代数の中心の値に関する dilogarithm 恒等式 [Ki, KN] や X
(1)
r の正整数

レベルの最高ウエイト表現の指標公式に関する予想 [KNS1] などがある。
21 Q-system の Q

(a)
m という記号は [KR2] のオリジナルである。これを (2.4) の Q と混同さ

れぬよう。こちらは有名な “Baxter の Q-関数” と呼ばれるものである。
22 sl2 の場合は別のルートから [KP] で得られていた。
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Xr = Br :

Y (a)
m (u− 1)Y (a)

m (u + 1) =
(1 + Y

(a−1)
m (u))(1 + Y

(a+1)
m (u))

(1 + Y
(a)
m−1(u)−1)(1 + Y

(a)
m+1(u)−1)

(1 ≤ a ≤ r − 2),

Y (r−1)
m (u− 1)Y (r−1)

m (u + 1)

=
(1 + Y

(r−2)
m (u))(1 + Y

(r)
2m (u + 1

2 ))(1 + Y
(r)
2m (u− 1

2 ))(1 + Y
(r)
2m−1(u))(1 + Y

(r)
2m+1(u))

(1 + Y
(r−1)
m−1 (u)−1)(1 + Y

(r−1)
m+1 (u)−1)

,

Y
(r)
2m (u− 1

2
)Y (r)

2m (u +
1
2
) =

1 + Y
(r−1)
m (u)

(1 + Y
(r)
2m−1(u)−1)(1 + Y

(r)
2m+1(u)−1)

,

Y
(r)
2m+1(u−

1
2
)Y (r)

2m+1(u +
1
2
) =

1

(1 + Y
(r)
2m (u)−1)(1 + Y

(r)
2m+2(u)−1)

.

(4.3)

Xr = Cr :

Y (a)
m (u− 1

2
)Y (a)

m (u +
1
2
) =

(1 + Y
(a−1)
m (u))(1 + Y

(a+1)
m (u))

(1 + Y
(a)
m−1(u)−1)(1 + Y

(a)
m+1(u)−1)

(1 ≤ a ≤ r − 2),

Y
(r−1)
2m (u− 1

2
)Y (r−1)

2m (u +
1
2
) =

(1 + Y
(r−2)
2m (u))(1 + Y

(r)
m (u))

(1 + Y
(r−1)
2m−1 (u)−1)(1 + Y

(r−1)
2m+1 (u)−1)

,

Y
(r−1)
2m+1 (u− 1

2
)Y (r−1)

2m+1 (u +
1
2
) =

1 + Y
(r−2)
2m+1 (u)

(1 + Y
(r)
2m (u)−1)(1 + Y

(r)
2m+2(u)−1)

,

Y (r)
m (u− 1)Y (r)

m (u + 1)

=
(1 + Y

(r−1)
2m (u + 1

2 ))(1 + Y
(r−1)
2m (u− 1

2 ))(1 + Y
(r−1)
2m−1 (u))(1 + Y

(r−1)
2m+1 (u))

(1 + Y
(r)
m−1(u)−1)(1 + Y

(r)
m+1(u)−1)

.

(4.4)

Xr = F4 :

Y (1)
m (u− 1)Y (1)

m (u + 1) =
1 + Y

(2)
m (u)

(1 + Y
(1)
m−1(u)−1)(1 + Y

(1)
m+1(u)−1)

,

Y (2)
m (u− 1)Y (2)

m (u + 1)

=
(1 + Y

(1)
m (u))(1 + Y

(3)
2m (u− 1

2 ))(1 + Y
(3)
2m (u + 1

2 ))(1 + Y
(3)
2m−1(u))(1 + Y

(3)
2m+1(u))

(1 + Y
(2)
m−1(u)−1)(1 + Y

(2)
m+1(u)−1)

,

Y
(3)
2m (u− 1

2
)Y (3)

2m (u +
1
2
) =

(1 + Y
(2)
m (u))(1 + Y

(4)
2m (u))

(1 + Y
(3)
2m−1(u)−1)(1 + Y

(3)
2m+1(u)−1)

,

Y
(3)
2m+1(u−

1
2
)Y (3)

2m+1(u +
1
2
) =

1 + Y
(4)
2m+1(u)

(1 + Y
(3)
2m (u)−1)(1 + Y

(3)
2m+2(u)−1)

,

Y (4)
m (u− 1

2
)Y (4)

m (u +
1
2
) =

1 + Y
(3)
m (u)

(1 + Y
(4)
m−1(u)−1)(1 + Y

(4)
m+1(u)−1)

.

(4.5)
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Xr = G2 :

Y (1)
m (u− 1)Y (1)

m (u + 1)(1 + Y
(1)
m−1(u)−1)(1 + Y

(1)
m+1(u)−1)

= (1 + Y
(2)
3m (u− 2

3
))(1 + Y

(2)
3m (u))(1 + Y

(2)
3m (u +

2
3
))(1 + Y

(2)
3m−1(u−

1
3
))(1 + Y

(2)
3m−1(u +

1
3
))

×(1 + Y
(2)
3m+1(u−

1
3
))(1 + Y

(2)
3m+1(u +

1
3
))(1 + Y

(2)
3m−2(u))(1 + Y

(2)
3m+2(u)),

Y
(2)
3m (u− 1

3
)Y (2)

3m (u +
1
3
) =

1 + Y
(1)
m (u)

(1 + Y
(2)
3m−1(u)−1)(1 + Y

(2)
3m+1(u)−1)

,

Y
(2)
3m+1(u−

1
3
)Y (2)

3m+1(u +
1
3
) =

1

(1 + Y
(2)
3m (u)−1)(1 + Y

(2)
3m+2(u)−1)

,

Y
(2)
3m+2(u−

1
3
)Y (2)

3m+2(u +
1
3
) =

1

(1 + Y
(2)
3m+1(u)−1)(1 + Y

(2)
3m+3(u)−1)

.

(4.6)

但し、(4.3) と (4.4) の最初の式において a = 1 とした場合には、右辺では
Y

(0)
m (u) = 0と了解する。
Q-system と Y -system が出そろった所で 2 章の終りに述べたような性質
を持つ T -system を探す。即ち、Q-system に

Q(a)2

m = Q
(a)
m+1Q

(a)
m−1 + Q

(a′)
m′ · · ·Q(a′′)

m′′

という式があったら、それを Baxterize した式

T (a)
m (u− 1

ta
)T (a)

m (u+
1
ta

) = T
(a)
m+1(u)T (a)

m−1(u)+g(a)
m (u)T (a′)

m′ (u+x′) · · ·T (a′′)
m′′ (u+x′′)

を考える。ここで x′, . . . , x′′ は未定定数で、それを

g(a)
m (u− 1

ta
)g(a)

m (u +
1
ta

) = g
(a)
m−1(u)g(a)

m+1(u) (4.7)

の仮定のもとで

Y (a)
m (u) =

T
(a)
m (u− 1

ta
)T (a)

m (u + 1
ta

)

T
(a)
m−1(u)T (a)

m+1(u)
− 1 (4.8)

という combination が Y -system (4.1) を満たすように選べるか、と試みる。
結果は

• 全ての Xr において可能。

• 各 Xr につき、自明な不定性を除くと unique。

この意味で Baxterization は canonical に遂行され、次のものが得られる。
[KNS2]

T (a)
m (u− 1

ta
)T (a)

m (u +
1
ta

) = T
(a)
m−1(u)T (a)

m+1(u)
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+g(a)
m (u)

∏

b∼a

−Cab−1∏

j=Cab+1

−Cab−1−|j|∏

k=0

T
(b)
tb
ta

(m+j)

(
u− Cab + 1 + |j|+ 2k

ta

)
.

(4.9)

但し、右辺において n /∈ Z の場合は T
(b)
n (u) = 1 と了解する。また (4.9) と

(4.1) を見比べると Cab と Cba が現れているが、これは書き誤りではない。

各 Xr について陽に書き下すと次のようになる。

Xr = Ar, Dr, E6, E7, E8 :

T (a)
m (u− 1)T (a)

m (u + 1) = T
(a)
m−1(u)T (a)

m+1(u) + g(a)
m (u)

∏

b∼a

T (b)
m (u). (4.10)

Xr = Br :

T (a)
m (u− 1)T (a)

m (u + 1) = T
(a)
m−1(u)T (a)

m+1(u)

+ g(a)
m (u)T (a−1)

m (u)T (a+1)
m (u) (1 ≤ a ≤ r − 2),

T (r−1)
m (u− 1)T (r−1)

m (u + 1) = T
(r−1)
m−1 (u)T (r−1)

m+1 (u)

+ g(r−1)
m (u)T (r−2)

m (u)T (r)
2m(u),

T
(r)
2m(u− 1

2
)T (r)

2m(u +
1
2
) = T

(r)
2m−1(u)T (r)

2m+1(u)

+ g
(r)
2m(u)T (r−1)

m (u− 1
2
)T (r−1)

m (u +
1
2
),

T
(r)
2m+1(u−

1
2
)T (r)

2m+1(u +
1
2
) = T

(r)
2m(u)T (r)

2m+2(u)

+ g
(r)
2m+1(u)T (r−1)

m (u)T (r−1)
m+1 (u).

(4.11)

Xr = Cr :

T (a)
m (u− 1

2
)T (a)

m (u +
1
2
) = T

(a)
m−1(u)T (a)

m+1(u)

+ g(a)
m (u)T (a−1)

m (u)T (a+1)
m (u) (1 ≤ a ≤ r − 2),

T
(r−1)
2m (u− 1

2
)T (r−1)

2m (u +
1
2
) = T

(r−1)
2m−1(u)T (r−1)

2m+1(u)

+ g
(r−1)
2m (u)T (r−2)

2m (u)T (r)
m (u− 1

2
)T (r)

m (u +
1
2
),

T
(r−1)
2m+1(u− 1

2
)T (r−1)

2m+1(u +
1
2
) = T

(r−1)
2m (u)T (r−1)

2m+2(u)

+ g
(r−1)
2m+1(u)T (r−2)

2m+1(u)T (r)
m (u)T (r)

m+1(u),

T (r)
m (u− 1)T (r)

m (u + 1) = T
(r)
m−1(u)T (r)

m+1(u) + g(r)
m (u)T (r−1)

2m (u).

(4.12)

Xr = F4 :

T (1)
m (u− 1)T (1)

m (u + 1) = T
(1)
m−1(u)T (1)

m+1(u) + g(1)
m (u)T (2)

m (u),
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T (2)
m (u− 1)T (2)

m (u + 1) = T
(2)
m−1(u)T (2)

m+1(u) + g(2)
m (u)T (1)

m (u)T (3)
2m(u),

T
(3)
2m(u− 1

2
)T (3)

2m(u +
1
2
) = T

(3)
2m−1(u)T (3)

2m+1(u)

+ g
(3)
2m(u)T (2)

m (u− 1
2
)T (2)

m (u +
1
2
)T (4)

2m(u),

T
(3)
2m+1(u−

1
2
)T (3)

2m+1(u +
1
2
) = T

(3)
2m(u)T (3)

2m+2(u)

+ g
(3)
2m+1(u)T (2)

m (u)T (2)
m+1(u)T (4)

2m+1(u),

T (4)
m (u− 1

2
)T (4)

m (u +
1
2
) = T

(4)
m−1(u)T (4)

m+1(u) + g(4)
m (u)T (3)

m (u).

(4.13)

Xr = G2 :

T (1)
m (u− 1)T (1)

m (u + 1) = T
(1)
m−1(u)T (1)

m+1(u) + g(1)
m (u)T (2)

3m(u),

T
(2)
3m(u− 1

3
)T (2)

3m(u +
1
3
) = T

(2)
3m−1(u)T (2)

3m+1(u)

+ g
(2)
3m(u)T (1)

m (u− 2
3
)T (1)

m (u)T (1)
m (u +

2
3
),

T
(2)
3m+1(u−

1
3
)T (2)

3m+1(u +
1
3
) = T

(2)
3m(u)T (2)

3m+2(u)

+ g
(2)
3m+1(u)T (1)

m (u− 1
3
)T (1)

m (u +
1
3
)T (1)

m+1(u),

T
(2)
3m+2(u−

1
3
)T (2)

3m+2(u +
1
3
) = T

(2)
3m+1(u)T (2)

3m+3(u)

+ g
(2)
3m+2(u)T (1)

m (u)T (1)
m+1(u−

1
3
)T (1)

m+1(u +
1
3
).

(4.14)

Xr = A1 では (2.8) に帰着する。g
(a)
m (u) を模型の規格化に適合してとる

と、T -system は A1 以外の場合でも、それまでに散在的に知られていた実際

の転送行列の関数方程式を再現する。

一般に Yangian の表現はスペクトルパラメタを運んでおり、W
(a)
m (u) とい

う family を考える事ができる。これは 次のような Drinfel’d 多項式 {Pa(v) |
1 ≤ a ≤ r} [D] によって特徴付けられる。23

Pb(v) =
{

(v − u + m−1
ta

)(v − u + m−3
ta

) · · · (v − u− m−1
ta

) for b = a

1 otherwise
.

(4.15)
Y (Xr) 対称性を持つ可解頂点模型において、W

(a)
m (u) を auxiliary space に

持つ転送行列 T
(a)
m (u) を考えると、それはモノドロミー行列の W

(a)
m (u) にわ

たるトレースである。この意味でも T
(a)
m (u)は指標 Q

(a)
m のBaxterizationと

呼ぶにふさわしい。その T
(a)
m (u) が T -system (指標恒等式の Baxterization)

23 オリジナルな [D] での定義と照合する際は、ここと 7 章の v は規格化 を modulo として
考えられたし (恐縮)。この Drinfel’d 多項式の零点のパターンは TBA のストリング仮説にお
いて、“color a の m-string” として頻出する。
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に従うだろう24 、または、(4.9) の三項に相当する W の三種類のテンソル積

の間に短完全列があるだろう、というのが現時点での『仮説』である。

T -system は差分方程式としては、スペクトルパラメタ u と m を形式的に

離散的時空変数とみなし、 g
(a)
m (u) も適当に規格化すると Xr 型離散戸田場

(戸田分子)方程式

(∂2
u − ∂2

m) log φa(u,m) = const
r∏

b=1

φb(u,m)−Cab (4.16)

になる。但し、T
(a)
m (u) の『スケール極限』を φa(u,m) と書いた。25 そうす

ると先にのべた事を 荒っぽく標語にすると、

Xr 型離散戸田場方程式 ⊂ Y (Xr) の有限次元表現環 (4.17)

となる。

問 4.1 T -system のラックス表示はあるか。26

5 古典型の場合の T -sytem の解、その 1：Quan-

tum Jacobi-Trudi Formula

転送行列 T
(a)
0 (u) はスカラー行列である。T -system (4.9) と g

(a)
m (u) の選

び方により {T (a)
m (u)} 全体の (あるいは格子模型の)規格化が定まる。この章

では簡単のため ∀T (a)
0 (u) = ∀g(a)

m (u) = 1 として話を進める。この g
(a)
m (u) は

自明に (4.7) を満たす。一般の T
(a)
0 (u) と (4.7) を満たす 任意の g

(a)
m (u) に

関して話を再構成するのは易しい。

一般の Xr についてその T -system は、 m の小さい式から順次使うこと

により T
(a)
m (u) を {T (1)

1 (u + · · ·), . . . , T (r)
1 (u + · · ·)} を用いて表すことが出来

る。ここで + · · · と書いたのは適当な定数シフトである。例えば Ar 型の場

合これを実行すると、

T
(1)
2 (u) = T

(1)
1 (u− 1)T (1)

1 (u + 1)− T
(2)
1 (u) = det

(
T

(1)
1 (u− 1) T

(2)
1 (u)

1 T
(1)
1 (u + 1)

)
,

T
(2)
2 (u) = T

(2)
1 (u− 1)T (2)

1 (u + 1)− T
(1)
1 (u)T (3)

1 (u) = det

(
T

(2)
1 (u− 1) T

(3)
1 (u)

T
(1)
1 (u) T

(2)
1 (u + 1)

)
,

T
(1)
3 (u) =

T
(1)
2 (u− 1)T (1)

2 (u + 1)− T
(2)
2 (u)

T
(1)
1 (u)

= T
(1)
1 (u− 2)T (1)

1 (u)T (1)
1 (u + 2)− T

(1)
1 (u + 2)T (2)

1 (u− 1)
24 これは Ar 型では正しい。
25 Ar 型 の T -system (Hirota-Miwa 方程式とも呼ばれる) については [KLWZ]、連続の戸
田場方程式については [LS] も参照のこと。
26 Ar 型の時は [KLWZ] や [HTI] を参照。

16



− T
(1)
1 (u− 2)T (2)

1 (u + 1) + T
(3)
1 (u)

= det




T
(1)
1 (u− 2) T

(2)
1 (u− 1) T

(3)
1 (u)

1 T
(1)
1 (u) T

(2)
1 (u + 1)

0 1 T
(1)
1 (u + 2)


 .

これを一般化して次の結果を示すのは簡単である。

命題 5.1 1 ≤ a ≤ r,m ∈ Z≥1 に対して

T (a)
m (u) = det1≤i,j≤m

(
T

(a−i+j)
1 (u + i + j −m− 1)

)
. (5.1)

但し、T
(0)
1 (u) = 1, T

(b)
1 (u) = 0 (b < 0 or b > r).

証明は行列式に関する Jacobi の恒等式

D

[
1
1

]
D

[
n

n

]
= DD

[
1, n

1, n

]
+ D

[
1
n

]
D

[
n

1

]
(5.2)

を適応すればよい。ここでDは任意の n次正方行列の行列式であり、D
[

ii,i2,...
j1,j2,...

]

はそれから ik 行と jk 列を除いた小行列式である。

実は 6 章で、より一般に skew Young 図形 λ/µ でパラメトライズ される

Tλ/µ(u) が導入されるが、それに対して

Tλ/µ(u) = det1≤i,j≤λ1

(
T

(λ′i−µ′j−i+j)

1 (u + λ′1 − λ1 − λ′i − µ′j + i + j − 1)
)

(5.3)
が成立する。これは T(ma)/∅(u)という特殊な場合として T

(a)
m (u)を含む。また

更に 6章で議論されるように、u →∞とすると適当な規格化のもとにTλ/µ(u)
は自然に skew Schur 関数 sλ/µ と見なせる。27 従って T

(a)
1 (u) = T(1a)(u) に

注意すると (5.3) の u →∞ 極限は (2.14) の Ar 版にあたる Jacobi-Trudi 公
式 [Ma]

sλ/µ = det1≤i,j≤λ1

(
eλ′

i
−µ′

j
−i+j

)
(5.4)

に帰着する。ここで ea = s(1a) は elementary symmetric function [Ma] であ
る。28

(5.3) は λ/µ が通常の ヤング図の場合 (即ち µ = ∅ の場合)に [BR] に初
登場した。 (但し、 sl2 に限ればもうすこしさかのぼる。) そこでは Tλ(u) は
λ 型に fusion した RSOS (Restricted Solid-On-Solid) 模型 [JKMO] の転送
行列であった。skew Young 図形 の場合については [Ch, NT, K2] も参照さ
れたい。

以下では Ar 型以外の古典型 Xr = Br, Cr, Dr の場合について、同様の解

T
(a)
m (u) を与える。それらは quantum Jacobi-Trudi 公式 の Y (Xr) 版であ
27 rational の場合でも通用する言い方をするには、本当は極限というよりも symbolic に u-
依存性を落せると言った方が適切。(6.3)–(6.4) 辺りを参照。
28 (5.3) と (5.4) 供に T

(1)
m = T(m) や completely symmetric function hm = s(m) を行列

要素にもつ version もある。
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る。(Xr, a) = (Cr, r), (Dr, r − 1), (Dr, r) 以外の場合は全て determinant で
あり、 [KNS2] で予想された。証明は、上記の場合は実は pfaffian であった
という報告と供に [KNH] で与えられた。それはほぼ全て (5.2) により片付
く。29

今後この章では任意の k ∈ C に対して

xa
k =

{
T

(a)
1 (u + k) 1 ≤ a ≤ r,

1 a = 0,
(5.5)

と置く。

Br の場合:
まず無限次元の行列 T = (Tij)i,j∈Z と E = (Eij)i,j∈Z を次のように定義

する。

Tij =





x
j−i
2 +1

i+j
2 −1

if i ∈ 2Z + 1 and i−j
2 ∈ {1, 0, . . . , 2− r},

−x
i−j
2 +2r−2

i+j
2 −1

if i ∈ 2Z + 1 and i−j
2 ∈ {1− r,−r, . . . , 2− 2r},

−xr
r+i− 5

2
if i ∈ 2Z and j = i + 2r − 3,

0 otherwise,

Eij =




±1 if i = j − 1± 1 and i ∈ 2Z,
xr

i−1 if i = j − 1 and i ∈ 2Z + 1,
0 otherwise.

例えば B3 では

(Tij)i,j≥1 =




x1
0 0 x2

1 0 −x2
2 0 −x1

3 0 −1
0 0 0 0 −x3

5/2 0 0 0 0
1 0 x1

2 0 x2
3 0 −x2

4 0 −x1
5 · · ·

0 0 0 0 0 0 −x3
9/2 0 0

0 0 1 0 x1
4 0 x2

5 0 −x2
6

...
. . .




, (5.6)

(Eij)i,j≥1 =




0 x3
0 0 0 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 x3

2 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 · · ·
0 0 0 0 0 x3

4 0
0 0 0 0 0 1 0

...
. . .




. (5.7)

この例から明かなように、任意の 1 ≤ a ≤ r と k について ±xa
k は適当に

シフトされた行列 T |u→u+ξ に丁度一度だけ行列要素として現れる。ここで

29 Ar の場合、[KLWZ] に 命題 5.1 とは別の解が議論されている。 それは常にサイズ r + 1
の行列式であらわされ、連続の時の [LS] に似ている。
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u → u + ξ は (5.5) と整合するよう 下着き添字を一斉に ξ だけずらしたもの

を表す。例えば 行列 T |u→u+ξ においては x1
1 を (1,1) 成分として持たせるに

はシフト ξ = 1 が必要である。この様な事情を考慮して Tm(i, j,±xa
k) という

記法を用いることにする。これは行列 T |u→u+ξ から切り出された m 行 m

列の 部分行列であって、その (i, j) 成分が丁度 ±xa
k となるものを示す。例

えば (5.6) から

T3(1, 1, x1
0) =




x1
0 0 x2

1

0 0 0
1 0 x1

2


 , T3(1, 1, x1

1)=




x1
1 0 x2

2

0 0 0
1 0 x1

3


 ,

T2(1, 2,−x3
5/2) =

(
0 −x3

5/2

0 x2
3

)
, T2(1, 2,−x3

2)=
(

0 −x3
2

0 x2
5/2

)

(5.8)

といった具合である。記法 Em(i, j,±xr
k) も同様とする。これらの約束のもと

に Br 型の T -system の解は次のような表示を持つ。

命題 5.2 ([KNH]) 任意の m ∈ Z≥1 について

T (a)
m (u) = det

(T2m−1(1, 1, xa
−m+1) + E2m−1(1, 2, xr

−m+r−a+ 1
2
)
)
, 1 ≤ a < r,

T (r)
m (u) = (−1)m(m−1)/2det

(Tm(1, 2,−xr−1
−m

2 +1) + Em(1, 1, xr
−m

2 + 1
2
)
)
.

Cr の場合

ここでは無限次元の行列 T を次のように定義する。

Tij =





xj−i+1
i+j
2 −1

if i− j ∈ {1, 0, . . . , 1− r},
−xi−j+2r+1

i+j
2 −1

if i− j ∈ {−1− r,−2− r, . . . ,−1− 2r},
0 otherwise.

(5.9)

例えば C2 では

(Tij)i,j≥1 =




x1
0 x2

1/2 0 −x2
3/2 −x1

2 −1 0 0
1 x1

1 x2
3/2 0 −x2

5/2 −x1
3 −1 0 · · ·

0 1 x1
2 x2

5/2 0 −x2
7/2 −x1

4 −1
0 0 1 x1

3 x2
7/2 0 −x2

9/2 −x1
5

...
. . .




.

(5.10)
任意の m (と k) について 行列 Tm(1, 2,−xr

k) は反対称行列であることに注
意しよう。Cr 型の T -system の解は次のような表示を持つ。

命題 5.3 ([KNH]) 任意の m ∈ Z≥1 について

T (a)
m (u) = det

(Tm(1, 1, xa
−m

2 + 1
2
)
)

1 ≤ a < r,

T (r)
m (u) = (−1)mpf

(T2m(1, 2,−xr
−m+1)

)
.
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ここで pf は Pfaffian である。実は T 達の積にたいして次のような関係式も

成立する。

T (r)
m (u− 1

2
)T (r)

m (u +
1
2
) = det

(T2m(1, 1, xr
−m+ 1

2
)
)
,

T (r)
m (u)T (r)

m+1(u) = det
(T2m+1(1, 1, xr

−m)
)
.

Dr の場合:
今度は無限次元行列 T と E を次のように定義する。

Tij =





x
j−i
2 +1

i+j
2 −1

if i ∈ 2Z + 1 and i−j
2 ∈ {1, 0, . . . , 3− r},

−xr−1
i+j−1

2
if i ∈ 2Z + 1 and i−j

2 = 5
2 − r,

−xr
i+j−3

2
if i ∈ 2Z + 1 and i−j

2 = 3
2 − r,

−x
i−j
2 +2r−3

i+j
2 −1

if i ∈ 2Z + 1 and i−j
2 ∈ {1− r,−r, . . . , 3− 2r},

0 otherwise,

Eij =





±1 if i = j − 2± 2 and i ∈ 2Z,
xr−1

i if i = j − 3 and i ∈ 2Z,
xr

i−2 if i = j − 1 and i ∈ 2Z,
0 otherwise.

例えば D4 では

(Tij)i,j≥1 =




x1
0 0 x2

1 −x3
2 0 −x4

2 −x2
3 0 −x1

4 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
1 0 x1

2 0 x2
3 −x3

4 0 −x4
4 −x2

5 0 −x1
6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
...

. . .




,

(5.11)

(Eij)i,j≥1 =




0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 x4

0 0 x3
2 −1 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 x4

2 0 x3
4 −1 0

...
. . .




. (5.12)

Br 型の時と同様の Tm(i, j,±xa
k) (1 ≤ a ≤ r−2)とか Tm(i, j,−xa

k), Em(i, j, xa
k)

(a = r − 1, r) 等という記法を用いると、Dr 型 T -system の解に次のような
表示を与えられる。

命題 5.4 ([KNH]) 任意の m ∈ Z≥1 について

T (a)
m (u) = det

(T2m−1(1, 1, xa
−m+1) + E2m−1(2, 3, xr

−m−r+a+4)
)
, 1 ≤ a ≤ r − 2,

T (r−1)
m (u) = pf

(T2m(2, 1,−xr−1
−m+1) + E2m(1, 2, xr−1

−m+1)
)
,

T (r)
m (u) = (−1)mpf

(T2m(1, 2,−xr
−m+1) + E2m(2, 1, xr

−m+1)
)
.
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ここで Pfaffian のとられている行列は全て反対称行列になっている。証明に
は、この他に次のような関係式も用いられる。

T (r−1)
m (u)T (r)

m (u) = (−1)mdet
(T2m(1, 1,−xr−1

−m+1) + E2m(2, 2, xr
−m+1)

)
,

T (r−1)
m (u + 1)T (r)

m (u− 1) = (−1)mdet
(T2m(1, 1,−xr

−m) + E2m(2, 2, xr−1
−m+2)

)
,

T
(r−1)
m+1 (u)T (r)

m (u− 1) = (−1)m+1det
(T2m+1(1, 1,−xr−1

−m ) + E2m+1(2, 2, xr
−m)

)
,

T (r−1)
m (u + 1)T (r)

m+1(u) = (−1)mdet
(T2m+1(2, 1, xr−2

−m+1) + E2m+1(1, 1, xr
−m)

)
.

注意 5.5 Br と Dr の場合、行列要素に スピン表現に関係した T
(a)
1 の二次

式まで許すと、T , E のように『疎』ではなく『密』な行列を用いた表示も作
れる。[KOS, TK]

6 古典型の場合の T -sytemの解、その 2：Tableaux-

Sum

sl2 の場合、 T -system (2.8) の解として DVF を (2.11)–(2.12) のように
tableaux-sum として構成できた。これは他の Xr の T

(a)
m (u) にどれくらい一

般化され得るだろうか。勿論こういう問題は Xr の型や表現に sensitive な
話であり、A 型以外の古典型ではちょっと複雑、古典型からはずれると一般

には超複雑という事情は Yangian Y (Xr) でも Xr と一緒である。現在のと

ころ T
(a)
m (u)を特殊な場合として含むより広い『skew Young 図的な family』

に関しては Ar 型30 [BR, K2] と Br 型 [KOS] で概ね片付いている。
簡単のため前者を簡略して紹介しよう。A1 の際の (2.11) の拡張として

1 ≤ a ≤ r +1 に対し、u の関数 a が ランク個の Q-関数Qa(u) (1 ≤ a ≤ r)
の比を用いて定義され、skew Young 図 λ/µ でラベルされる DVF が

Tλ/µ(u) =
∑

τ∈SST (λ/µ)

∏

i∈τ

τi (6.1)

のように構成される。ここで SST は skew Young図 λ/µ上の文字 {1, . . . , r+
1} からなる semi-standard tableauxの集合。τi のスペクトルパラメタ u は

tableau 上の位置 i が右に (下に)進むごとに 2 増やす (減らす)。τi の意味

は明らかだろう。(6.1) を用いて T
(a)
m (u) = T(ma)/∅(u) とおくとこれは Ar

型 T -system の解になる。更に quantum Jacobi-Trudi 公式 (5.3) が成立す
る。Q-関数は (2.4) と同様にベーテ方程式の根を零点とするよう定義される。
DVF T

(a)
1 (u) がベーテ方程式のもとに pole-free である事をチェックするの

は易しい。すると (5.3)から Tλ/µ(u)一般についてもそう言える。これらの
様相は 2 章で見た A1 の場合を全く同じである。

30 tame module と呼ばれている。[NT]
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Br 型でも T
(r)
1 (u) に相当するスピン表現用の tableaux が入り混ざって来

るが、これを手懐ける事により、 skew Young 図でラベルされ T
(a)
m (u) をカ

バーする DVF の family を semi-standard もどきの tableau-sum として構
成できる。

5章で見たように、任意の T
(a)
m は T -systemにより T

(1)
1 , . . . , T

(r)
1 で表され

る。従って、これらについて DVFを構成する事は基本的な問題である。31 こ

れは古典型および E6, F4, G2 の a = 1 の場合に [R2]で実行された。古典型
の基本表現全体は [KS1] で扱われた。そこでは、overall の規格化を modulo
として

T
(a)′

1 (u) =
Qa(u− 1

ta
)

Qa(u + 1
ta

)
+ · · · (6.2)

という形の dim W
(a)
1 からなる DVF が得られている。ここで、+ · · · の各

項は

r∏
a=1

Pa(u + x1) · · ·Pa(u + xia)
Pa(u + x′1) · · ·Pa(u + x′ia

)
Qa(u + y1) · · ·Qa(u + yja)
Qa(u + y′1) · · ·Qa(u + y′ja

)
(6.3)

という形をしている。ここで xk, x′k, yk, y′k, ia, ja は定数である。Qa(u), Pa(u)
の定義は (7.2)、(7.3) を見よ。(6.2)は、全体に適当な因子

∏
a Pa(u+ · · ·) を

かけて分母の Pa-関数をはらうと、ベーテ方程式 (7.1) のもとに pole-free に
なる。また、 summand (6.3) に対して

wt =
r∑

a=1

ta
2

( ja∑

k=1

(y′k − yk)
)
Λa (6.4)

とおき、 (6.2) に対応する和
∑

ewt を考えるとQ
(a)
1 = chW

(a)
1 と一致する。

32 特に (6.2) の項は最高ウエイト wt = Λa に対応するので top term と呼
ぼう。

7 議論

T
(a)
m (u) の auxiliary space W

(a)
m (u) はその Drinfel’d 多項式が (4.15) とい

う特別な形をしている既約表現である。これまで繰り返し述べてきたように、

転送行列の DVF は auxiliary space の (Baxterize された) 指標であるという
描像をもっと徹底させるなら、T

(a)
m (u) に限らず Yangian Y (Xr) の任意の既

約表現を auxiliary space に持つ転送行列の DVF を構成しようというのは自
然な動機だろう。その際の指導原理は何か。単純リー環 Xr なら有限次元既

31 対応する表現 W
(1)
1 , . . . , W

(r)
1 は Yangian の基本表現と呼ばれている。cf. [CP3]。

32 例えば E8, a = 1 の時、W
(1)
1 ' Vadj ⊕ V (0) に対応して丁度 249 項で pole-free に閉じ

る DVF がある。[KS1]
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約表現を指定するには最高ウエイトを与えればよい。後はワイル群対称性が

指標を生成してくれる。Yangian Y (Xr) の場合は有限次元既約表現を指定す
るにはDrinfel’d 多項式を与えればよい。その後 DVF をどうやって構成して
ゆくか? そのエレガントな答えは将来の理論に譲り、ここでは解析的ベーテ
仮説のアイデアを借りてみる。即ちベーテ方程式のもとでの全ての pole の
キャンセルである。経験的にはこの要請は DVF を確定するに十分らしい。
今 W (i)(0 ≤ i ≤ N) を Drinfel’d 多項式 {P (i)

1 (v), . . . , P (i)
r (v)} で特徴付

けられる Y (Xr) の有限次元既約表現としよう。Y (Xr) の普遍 R 行列の像か

ら生じる可解頂点模型の転送行列で W (1)⊗ · · · ⊗W (N) を quantum space
に、 W (0) を auxiliary space に持つもの TW (0) を考える。

(3.8) と同様に、 λ を
∑N

j=1(W (j)の Xr 加群としての最高ウエイト) −∑r
a=1 naαa = λ, (n1, . . . , nr ∈ Z≥0) という形の dominant integral weight

とする。すると TW (0) の λ-sector におけるスペクトルを記述するベーテ方
程式 (BAE)は経験的に

−Pa(v(a)
k + 1

ta
)

Pa(v(a)
k − 1

ta
)

=
r∏

b=1

Qb(v
(a)
k + (αa|αb))

Qb(v
(a)
k − (αa|αb))

, (7.1)

Qa(v) =
na∏

j=1

(v − v
(a)
j ), (7.2)

Pa(v) =
N∏

i=1

P (i)
a (v) (7.3)

であると考えられている。33 ただし (7.1) は 1 ≤ a ≤ r, 1 ≤ k ≤ na 全てに

ついて連立の条件である。さて auxiliary space W (0) の Drinfel’d 多項式は
一般的に

P (0)
a (v) =

Ka∏

j=1

(v − u− z
(a)
j ) 1 ≤ a ≤ r (7.4)

であるとしよう。ここで Ka ∈ Z≥0 と z
(a)
j ∈ C は任意である。T

(a)′

1 (u) を
6 章最後に述べた DVF とする。以下では一般の Xr と 1 ≤ a ≤ r について

T
(a)′

1 (u)が存在すると仮定して話を進める。またいちいち断らないが、『BAE
(7.1)のもとに pole-free』という時は常にoverallに Pa-関数の分母をはらえば、
という前提付きと了解する。この時 (7.4)に応じて

∏r
a=1

∏Ka

j=1 T
(a)′

1 (u+z
(a)
j )

という積を考える。T
(a)′

1 (u) の性質からこれは BAE (7.1) のもとに pole-free
である。(6.2)を代入して展開すれば、 それは (6.3) のような summand を∏

a=1(dimW
(a)
1 )Ka 個含む DVF である。大事なことは、その pole-freeness

は {z(a)
j } が general position でない時にはより細かく成立しうることであ

33 右辺は [OW, RW]、左辺は [KOS] による。後者は Sklyanin と Tarasov 両氏もそう思う
と言っていた。(7.1) の一般的な導出を見たことは無いが、きっとそれをご存知の方がいるので
はないかと思っている。
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る。34 そこで一般に

r∏
a=1

Ka∏

j=1

T
(a)′

1 (u + z
(a)
j ) = T ′W (0) + T ′′, (7.5)

T ′W (0) =
r∏

a=1

Ka∏

j=1

Qa(u + z
(a)
j − 1

ta
)

Qa(u + z
(a)
j + 1

ta
)

+ · · · (7.6)

のように分解して考える。ここで T ′W (0) は (6.2) の top term の積を含み、
BAE のもとで pole-free になる “minimal な DVF” である。35 この時、

『T ′W (0) は Drinfel’d 多項式 (7.4) で決まる W (0) を auxiliary space とする
転送行列 TW (0) の DVF を up to overall で与える』というのが予想である。
(6.3)–(6.4) の規則により対応する

∑
ewt を考えればW (0) を Xr 加群と見

た際の指標の予想にもなる。

注意 7.1 skew Young図でラベルされる DVF (5.3) (= (6.1))の各項に (6.3)–
(6.4) のように wt を割り当てることができるが、そのなかで最高ウエイトを

与える項は (7.6) の形にフィットする事が出来る。そうして決まる z
(a)
j , Ka

を (7.4) に代入したもの [K2] は、規約の調整のもとに [NT] の Drinfel’d 多
項式と一致する。

最後に (7.4)という一般的状況から再び T -system に関連する (4.15) の場
合を振り返ってみる。 上に述べた予想が正しいと仮定しよう。すると (7.4)、
(7.6) を (4.15) に適用することにより、T

(a)
m (u) ∝ T ′

W
(a)
m (u)

に対して overall
を modulo として

T (a)
m (u) =

Qa(u− m
ta

)
Qa(u + m

ta
)

+ · · · (7.7)

という top term を持つ minimal な DVF という表示が確定する。この DVF
が T -system を満たすかという問が生じる。それは (4.15) の下で述べた予想
に、上記の DVF の構成法についての予想を上乗せしたものに対するチェッ
クの一つとなる。現時点でこれに対する答えは Xr = Ar と Br でほぼイエ

スといってよい。[BR, KOS]36 一般の Xr についても次のような exercise は
手頃であり、T -system を指示している。

問 7.2 (7.7) を用いると、T -system (4.9)37 の左辺の top term の積は右辺
第一項の top term の積と一致することが判る。 では右辺第二項の top term
の積は左辺の DVF の積の内何処に見出すことができるか?

34 例えば DVF (2.3) に対し T1(u− 1)T1(u + 1) を考えよ。 (2.8) の m = 1 により、これ
は T2(u) (三項) と g1(u) (一項) にスプリットし、その各々が pole-free になる。
35 “minimal” の意味は、それ以上 pole-free な部分和に分解しないという事である。(7.5) では
それ以外の全ての寄与を T ′′ と書いた。当然 T ′′ も pole-free となる。自明に T ′′ = 0 となる事
もあるし、T ′′ 自身が更に幾つかの pole-free な DVF の和に分解する事もありうる。“minimal
な DVF” の一意性を示すのは難しくない。
36 『ほぼ』といったのは、 minimality については必ずしも数学的には証明していないから。
37 簡単のため、∀g(a)

m (u) = ∀Pa(v) = 1 として考えてよい。
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