
行列 S の性質の証明

N ×N 行列 S を

S =




S11 S12 · · · S1N

S21 S22 · · · S2N

...
...

. . .
...

SN1 SN2 · · · SNN




, Sjk =

√
2

N + 1
sin

πjk

N + 1

により定義する．S は自分自身が逆行列であること，即ち S2 = I(単位行列)であることを示
そう．
補題

m

2N + 2
が整数でないとき

N∑

n=0

cos
πmn

N + 1
=





1 m が奇数

0 m が偶数
(1)

補題の証明．

(1) の左辺 = Re

(
N∑

n=0

exp
( iπmn

N + 1
)
)

= Re

(
1− exp(iπm)
1− exp( iπm

N+1)

)
(2)

ここで Re は実部をあらわす．仮定により exp( iπm
N+1) 6= 1 であることを用いて等比数列の和

をとった．m が偶数であればこれはたしかに 0である．m が奇数のとき (2)は

2Re

(
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N+1 )
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)
= 2Re
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N+1 )
2− 2 cos πm

N+1

)
= 2

(
1− cos πm

N+1

2− 2 cos πm
N+1

)

と書けて 1 であることがわかる．(補題の証明終)

S2 = I の証明

(S2)jk =
N∑

n=1

SjnSnk =
2

N + 1

N∑
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sin
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sin

πnk

N + 1

=
1
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(
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)

=
1
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(
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)
. (3)

今 j, k は 1 ≤ j, k ≤ N の範囲にある．従って j +k は 2N +2 で割り切れない．同様に j−k

も j = k でない限りは 2N + 2 で割り切れない．また j − k, j + k はともに偶数であるか奇
数である．したがって， j 6= k の場合に (3)が 0となることは補題から従う．j = k の場合



は (3) の第一項の寄与は 1 であり，第二項の寄与は補題により 0 である．以上により (S2)jk

は j = k の場合に 1, j 6= k の場合に 0 である． 従って S2 = I が示された．(証明終)

N = 2, N = 3 の場合に S を具体的に書き下してみよう．N = 2 は ２体の連成振動のはじ
めで用いたものに一致していることを確認しよう．

S は対称行列であることを鑑みると，S2 = I という性質は，S を構成する N 個の列ベク
トル（あるいは行ベクトルとしても同じ）が互いに直交し，長さが 1であることを意味する．
なんて麗しい行列！


